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hk POGLAVLJE 


ŠI. Osnovni pojmovi vektorske algebre 


1.i. Pojam vektora 


Dužina AB kod koje su krajevi A i B uređeni, tj. jedna od točaka proglašena 
je za početak (hvatište), a druga za svršetak (kraj, šiljak) zove se usmjerena dužina 
ili vektor. Vektor kojemu je A početak a B kraj označujemo s AB i taj vektor 
skiciramo kao na pripadnoj sl.1. Vektore također označujemo i s ab €... td, 
Udaljenost točaka AiB zovemo duljina, norma ili modul vektora AB . Normu 
vektora AB označujemo s LAB |, odnosno vektora 4 sa |4]. Vektor modula 1 
Zovemo jediničnim vektorom i označujemo sa 4". Pravac AB zovemo nosiocem 
vektora AB i za taj vektor kažemo da ima smjer | od A prema 8. Za dva vektora 
ABi CD kažemo da su jednaki i pišemo AB = CD ako postoji translacija 
prostora koja točku A prevodi u € i istovremeno točku B u D (vidi sl.2), Jasno je 
da jednaki vektori imaju jednake module i iste smjerove. Za dva vektora đi 6 
kažemo da su kolinearni ako oni imaju isti nosilac. 


SL. 


oj 


>. >> 
Na pripadnoj sl. 3. prikazani su kolinearni vektori AB i CD i oni su istog 


ĐD K B' o o 


. iZ . poonmag . . . . 
smjera. Vektori A'B' i C'D' su također kolinearni ali suprotnog smjera. 
Kolinearnim vektorima smatramo također i vektore kojima su nosioci paralel- 
ni. 


1.2. Množenje vektora realnim brojem. Zbrajanje vektora. Linearna 
kombinacija vektora. 


> 
a) Neka jež = AB bilo koji vektori A > 0 bilo koji realni broj (skalar). Tada 
znamo da na pravcu AB postoji jedinstvena točka C takva da je 
NAB =AC (1) 
>> 2. . Sna = 
i da su vektori AB i AC =? istog smjera (vidi sl,4). Tako dobiveni vektor b 
zovemo produktom skalara X i vektora 41 pišemo: 


=). 


mg 
u 
a 


SI. 4, 


Na isti način za A < Qi bilo koji vektor z = AB. postoji jedinstvena točka € 
na pravcu AB takva da vrijedi (1) i da su vektori AB i AC = b suprotnog smjera 
(sl. 5). Vektor b zovemo produktom skalara A i vektora 2 i pišemo: 

b=2. 


[9 B 
oči kona To 


SI. 5. 


Specijalno vektor 4 = ( — 1) đ označujemo s — 4 i zovemo suprotnim od 4. 

Napokon za A =0 i svaki vektor & stavljamo 0 4 =0, gdje smo s 0 označili 
nul-vektor. To je vektor kojemu početak i kraj padaju u istu točku. Uzima se da 
je nul-vektor kolinearan sa svakim vektorom, 

Množcnje vektora skalarom je asocijativno s obzirom na skalarni faktor, tj. 


vrijedi uvijek: 
| Muž) = (Aa. 
Jediničnim vektorom u smjeru vektora a zovemo vektor 


a=-1-2. 
le| 
b) Operacija zbrajanja vektora uvodi se ovako: 
Neka su # i b bilo koja dva vektora. Uzmimo u prostoru bilo koju točku O i 
translatirajmo vektor a tako da mu početak padne u O, a vektor b tako da mu 
početak padne u kraj A translatiranog vektora 4. 


2 


Označimo s_A kraj translatiranog vektora 8, 
Vektor č=0B zovemo tada zbrojem vektora : B 
Zibi pišemo (sl. 6): j 


č=4+8, 


Zbroj č= 2 +5 vektora 4 i 5 možemo shvatiti 
i kao »prvu« dijagonalu paralelograma kojeg 
određuju na prije opisani način translatirani 
vektori ib. Tako definirano zbrajanje vektora 
ima ova svojstva: 


&, (komutativnost). 


Za vektore đ i b definira se njihova razlika: 
fi 
ovako: #-b=84+(—B). 


Razlika a — b predočena je »drugom« dijagona- 
jom paralelograma kojeg određuju translatirani 
vektori đ i b (sl. 8). 

Množenje vektora sa skalarima ima ova 
svojstva distributivnosti: 


Mđa+B)=18+18, 
(A+ u)a=M + na. 


SH. 8. 


€) Za vektore &,,...,4, i skalare M,--->Xa POtpuno je određen vektor 


b=14č,+..+4,đ, 


Vektor b zovemo linearnom kombinacijom ili linearnim spojem vektora 
đ,08,. Za vektore &,,...,, kažemo da su linearno zavisni ako postoje skalari 
N04 Od kojih je barem jedan različit od nule tako da vrijedi: 


kii+kđ+.. +48, =0. (2) 
Vektori đ,...,6, su linearno nezavisni ako (2) povlači A,=...=2,=0. 


. Na primjer: Svaka četiri vektora u prostoru su linearno zavisna. Svaka 
tri vektora u ravnini su linearno zavisna. 


1.4. Koordinate vektora 


Neka je O bilo koja točka prostora. Tada svakoj toči 7 prostora možemo 
pridružiti vektor OT. Taj vektor zovemo radijvektorom točke T. Neka su dalje 
€, č,, E linearno nezavisni vektori s početkom u 0, tada postoji i jedinstven je 
rastav: : | 
OT = 0, +08, + Po. (3) 


t 
Skup (0; č,, &. č,) zovemo afinim ili kosokutnim Saore alaj: inisiae 
prostoru, a uređenu trojku (15, £, 1) afinim ili kosakarika koordinatama toć 
ili radijvektora OT ili bilo kojeg vektora koji je jednak vektoru oT u tom 
sustavu. To pišemo ovako T= (1', %, £). Specijalni slučaj afinih koordinata jesu 
Descartesove pravokutne koordinate. 
Njih dobivamo tako.da uzmemo ži= 
=1,2=j|, &=k, gdje su i, j, k i 
jedinični vektori koji su međusobno 
ortogonalni i koji čine desni sustav 
vektora. Fada rastav (3) glasi (sl. 9): | 


i=ai+a[ rak. 
Ovo se još piše ovako: 


a(a,, a, 4), ili 
= (a, đ,, dz ) 


Si. 9. 


j im ili car im koordina- 
Uređenu trojku (a, 6, 4:) zovemo pravokutnim ili Descartesovim koordina 


tama vektora £. . : dao ; : ' 
Do sada definirane operacije s vektorima u koordinatama izgledaju ovako: 


Neka su zađani vektori dla, a, a) i b(b, 6, b,). Tada je: 
aab=(a.+b,) i+(a,tb)] +(atb.) k, 
Ad = Mai + daj + kak. pm 
Ako su zadane točke A = (m, yn» 2)1B= (2, )2, 22) tada je vektor AB : 
AB. = (a- ni +(— yi +(2—20k 
ili kraće: X 


> 
AB (&2— ku Yr) žir Zi). 


i.4. Produkti vektora — produkt od dva vektora 


a) Skalarni produkt vektora (ili unutarnji ili in produkt). Skalarni produkt 

vektora ći b (označuje se s 4“ b) jest skalar, definiran jednadžbom: 
&.b= |al 16] cose, 

gdje je & kut između vektora 4 i b dovedenih u isti početak, i0 gos. 

b) Svojstva skalarnog produkta 

d.b=b.a (zakon komutacije), 

a(a:8)=(a8) b (zakon asocijativnosti s obzirom na skalarni faktor a). 
Uočite da ne vrijedi relacija: 

2(b-č) =(4-8)Z. 

Naime, na lijevoj strani vektor je kolinearan s 2 (oblika a4), a na desnoj strani 
vektor je kolinearan s č (oblika yč). Zato je nužno staviti zagradu, jer izraz oblika 
4:b-.č nije određen, tj. ne znamo mu ni smjer iti smisao niti iznos. Dalje vrijedi: 
(zakon distribucije za skalarno 
množenje prema zbrajanju), 
b=041b ilia=0ilib=0. 


Za da upotrebljava se kraća oznaka 4?. Očito vrijedi: 


UKINE | 

€) Vektorski produkt vektora (ili vanjski ili eks-produkt). Vektorski pro- 
dukt vektora a i b (označuje se s 4x b) jest vektor č= 4x8, čiji je modul 
čl = [ax B| =14| iblsinq (tj. čiji je modul jednak ploštini paralelograma nad 
vektorima & i 6 kao stranicama), nadalje čiji je pravac okomit na & i b, a smjer je 
odreden zalitjevom da tri vektora €, b i 4 x b čine desni sustav (tj. tako da je 
najkraća rotacija od € prema b za promatrača, koji promatra s kraja vektora č 
protivna rotaciji kazaljke na satu). 


ć 
a 


d) Svojstva vektorskog produkta 


dxb= —-bxa (zakon antikomutativnosti: pri zamjeni faktora vektorski 
, produkt mijenja smjer), 
u(axb)=(ad)xb=ix(ab)=oaxb (zakon asocijativnosti s obzirom 
na skalarni faktor a), 

ax (bxč)# (dx B)x& (zakon asocijativnosti za vektorsko množenje tri 
vektora ne vrijedi (vidi 1,5.d.). Naime, na lijevoj strani vektor je komplanaran s 
bić, ana desnoj vektor komplanaran s i b, pa je stoga nužno staviti zagradu 
kod vektorsko-vektorskog produkta, 

ax(b+č)eaxb+axč (zakon distribucije vektorskog množenja 

(B+č)xa=5x4+€x4 prema zbrajanju) 

axb=Čeal|b (uvjet kolinearnosti, paralelnosti vektora). 


Očito vrijedi: 


1.5. Trostruki produkti vektora 


a) Vektorsko-skalarni produkt (ili mješoviti produkt, ili eks-in ieked triju 
vektora 4, b i Z jest skalarni produkt vektorskog produkta 4 x b s vektorom č, tj.: 


(4xb).č. 


Kraće se ovo označuje s (4, b, 2) i zove trojka vektora. 

Geometrijski: Trojka vektora jednaka je po apsolutnom iznosu volumenu 
paralelepipeda razapetog vektorima &, b,čis predznakom + ili već prema 
tome čine li ti vektori (redom kako dolaze u vektorsko-skalarnom produktu) desni 


ili lijevi sustav: 
(4,b,č)=(4xb) č=*V. 
b) Trojka ne mijenja vrijednost ako joj ciklički permutiramo faktore ili ako 
zamijenimo znakove » X « i »-« (uz pomak zagrade): 
(4x8) č=(bxč) d=(čxd) b=2-(2xb)= 
=4 (bxč)=eb(čX4). 
Ostale permutacije, koje nisu cikličke, svode se na permutaciju faktora u 
vektorskom produktu i mijenjaju predznak: 
(axb).č= -(bx8).č. 
Vektori &,b,č su komplanarni ako je: 
na (4x8) -č=0 
Zbog komplanarnosti je npr.: 
 4(4axč)=b(Bxč)=2 (4x2)=2-(x2)=0. 


c) Vektorsko-vektorski produka (ili eks-eks produkt) triju vektora ž, b, č jest 
vektorski produkt vektorskog produkta x 8 s vektorom E, tj.: 


(axb)x E. 


Geometrijski: Ovo je vektor okomit na vektor 4 x bina vektor č, prema tome 
vektorsko-vektorski produkt (2 x b) x & je vektor koji leži u ravnini određenoj 
vektorima Zi 8. Dakle: Vektorsko- vektorski produkt jest vektor koji je komplana- 


ran s vektorima 4 ib. 
d) Svojstva vektorsko-vektorskog produkta: 
Za vektorsko-vektorski produkt vrijedi: 
(axb)xč= «b(4-8) -a(b- 2) 
4x (bxč)= (a2) — &(4-8). 
Pravilo: Vektorsko-vektorski produkt triju vektora je razlika dvaju vektora 
(kolinearnih s vektorima u zagradi), od kojih je prvi produkt »srednjeg« vektora 


sa skalarnim produktom »krajnjih« vektora, a drugi vektor produkt »drugog« 
vektora iz zagrade sa skalarnim produktom preostala dva vektora. 
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mravi mehana: 


Svojstva vektorsko-vektorskog produkta: Veoma je važan redoslijed vektora 
u vektorsko-vektorskom produktu, Ciklička permutacija dovodi do posve različitih 
vektora: 


ix(bxč)=b(4.6)-8(4.8), 
bx(čx2)=#(b.2)-4(5-£), 
čx(axb)=2(2-8)-B(&-8). 
Analogno i primjena mjesta zagrade u gornja tri produkta izaziva promjenu, 
jer ne vrijedi zakon asocijativnosti: 
(axB)xč=B(2.:4)-4(2:5), 
(Bxč)xa=2(b-8)—b(£-4), 
(čx2)xb=2(č-6)- (4:8), 
pa je npr.: 
(4xB)xč#ax(bxE), 
Ovo znači da zakon asocijativnosti za vektorsko množenje ne vrijedi. Iz navedenog 
slijedi: a : 
ax(Bxč)+Bx xd) +2x (4x8) =0. 
Ova jednadžba zove se Jacobiev identitet. 
: Vektorsko-vektorski produkt možemo zapisati i pomoću determinante: 


b č 


(2:8) (4.2) 


ax(Bxč)=B(4-2)-2(2.8) = 


1.6. Višestruki produkti vektora. Gramova determinanta 
a) Skalarni produkt vektorskih produkata od po dva vektora, 


pe ' Na. mm (a:2) (b-5) 
(xb) (CxXd)=(4:8)(b-d)- (2:4) (b-€) = 
: (2:4) (Bd)1. 

b) Vektorski produkt vektorskih produkata od po dva vektora. 
axb)x(čxd)=5(4,č,d)-4(5,£,4), 
(dxb)x(čxd)=2(4,8,d)-4(4,5,6). 

Vektori na desnoj strani ovih jednakosti su jednaki, jeđino je u prvom slučaju 
rezultat vektor komplanaran s ravninom određenom vektorima & i b (rastav na 
»razliku« vektora B i & ili rastav »po Bič), a u drugom vektor komplanaran S 

ravninom određenom vektorima č i 4 (rastav na »razliku« vektora č i d ili rastav 

»po či de), Odavde izlazi da je vektor (đ xb)x(čx 4) paralelan s presječnicom 
ravnine vektora 2 i b i ravnine vektora ć i d. 

Izrazi u zagradama su skalari — trojke vektora. 


c) Vektorski produkt vektora s vektorsko-vektorskim produkom triju vektora. 
ax([bx(čxd)]=(5:d) (4x2) - (8-2) (2x d). 
e Produkt od šest peva — produkt trojke vektora s trojkom vektora: 
(a-B) (2:8) (4:3) 
(b:B) (-8) (6:3) 
i(č:B) 8) (38) 1 
Dokaz jednakosti pod a), b), c) i d) vidi u zadacima 5, 6, 7.18. nastr, 12.13, 


(4,8,2)(8,4,5) = 


e) Gramova determinanta .. 
Gramovom determinantom G (4,8) vektora đ i b zovemo determinantu: 
mod 22) (2:8) 
68.0) = | G.a) (8-5) 
Za tri vektora č, 5 i č Gramova se determinanta G(8,5,č) definira s: 
(2-2) (8:5) (2-2) 
G(8,8,č) = | (Ba) (6:8) (6-0) 
(č-4) (2:0) (&-&) 
Iz d) i e) proizlazi da je: 
(4,6, =G(,b,č). ' 
Svojstva Gramove determinante 2. su u zadacima od 21. do 28. 


1.7. Vektori u pravokutnim (Descartesovim) koordinatama 


a) Skalarni produkt dvaju vektora. Ako su vektori 4 i b dani svojim 


koordinatama & (4,,4,,4,) i b (b,,b,,b.), skalarni produkt je dan s: 
a-b=ab,+4,b,+4,b,, 

jer vrijedi: 2 

ii=j.jekk=1, Tj=i kaj k=0i vektori [j,k, čine. desni su- 
stav vektora. 
Posljedice: 

Modul vektora: [2] =Y8? = Važ+ ai + a. 

Iz 1.4. a) proizlazi: 

. Kut između dvaju vektora: 


pz 


E ms 


.b 4ab,+ ob, + a,b, 
+16 


Sa la bb Va+až+a : Vo: +b+ b: 


Odavde proizlazi: 
4-5=0,ti. ab+a,b,+a,b,=0< 
«did su okomiti, ili a=6 ili B=$. 
b) Vektorski produkt dvaju vektora. Ako su vektori Zi B dani koordinatama. 
a(a,4,4.) ib(6,b,,b,), tada je: 


specijalno je: 
Ixfekixk=i,ExT=], 
ixi= -kkxf=-LixkK= i 
ixi=jxf=kxk=0. 
Cc) Vektorsko-skalarni produkt triju vektora. 
Ako su vektori d, bi č dani koordinatama: 
č(a, 4,0) b(b,b, b)ičic, €, &), tada je: 
40,4, 
(4,b,č) = (4x6) .č=|b, b, b, 
GG, € 
Napomena: Kad vektor zadajemo koordinatama mislit ćemo pritom na 


pravokutne koordinate, Ako se radi o afinim (kosokutnim) koordinatama to ćemo 
posebno naglasiti. 


Zadaci 

1. Izračunati: 
a) (24+36--5č) (-25—46), 
b) (24+ 38-56) x (4-26 -4č), 

2) (24+36— 56) (F- 26 -4č)= 
=24"+3b 4-56. d—4d- b- 60" + 10č- B-88.č- 126.24 2082 = 
=247— 66420 8-.B8— 134.626 .č. 

b) (2843 — 5č) x (4-26 — -4c) = 
= 24Xxd+3bxd— 5 xć—46x b— 6bxb+10 x b-84x€- 
- 128xč+20 x č=0-3axb+sdxč-4axb- G-108x 
-84xč—12Bxč+0 IEXxb- axe VbxE=170Xxđ+3EXxd+ 
+22€xb. 

2. Dokaži da vrijedi: 


lx b|*=47.6-(d-6)'. 


Prema definiciji skalarnog i vektorskog produkta jeste: 


(2:8) + [4x 51? = (1a]151cos&)'+ (14] [Blsino)? = 


= |a[*]6|*00s*q + |4|?]61?sin? = [41716 |*(cos?p + sinžep) = |4]7]6]*. 


Prema tome je: 


(f:6)+ lax 6| =. 62, odakle proizlazi tvrdnja. 


3. Ako su zadana u afinim koordinatama dvaju vektora: 
č=ačt+da+de6 i bebij+ba+be,, 
izračunati njihov a) skalarni produkt, b) vektorski produkt. 

a) deb=a'blč, + be, a4 EBE 6+ 
+(db+ ad b)E 6+ (GBA dbH)E 6+ 
+(Fb+a'b)E, €, 

b) ax bea bi x a +dHoXxA+LbHEX € + 
+abaxea+dabaxe+Eebaxč+ 

+EPEXEa+GHAKXEA+A,bPExE = 

= (ab —pb)aAxa+ (abba Xx &+ 

+(P6—Eb)JEAXE,, 


janje xčij=axa=ax&=0. 


4. Dokaži da je: 
(dx6) -(čxd)=(4:6) (5-4) - (4:4) (8-2). 
(Vidi 1.6.4.) 
Označimo li x d sa š bit će prema 1.5.b: 
(2x0) (Exd)=(dxb) 5=28-(0x5)=4[6Xx(Čxd]= 
=4-[(6:d)- d(6-5)]= (2:6) (b-d) -(2-d) (b -£). 
Slično bismo dobili ako bismo označili Z x b sa f: 
(Fxb) (Čxd)=F(čxd)=(Fx6) d= 
=[(4x8)x6]:d=[6(q-2)-4(6:6)) d= 
=(8:d)(q:0- (dt) (6-6). 


5. Dokaži da je: 


(Vidi 1.6.b.) 


Postupit ćemo slično kao i u prethodnom zadatku i označiti najprije č x d sa š: 


(Exb)x (Čxd)=(Hxb)xš=5(8-5) > 
-a(b-5)=b[4:(čxd)]- 45 (Ex đ)]= 
=6(4,6,d)-4(6,6,d). 
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Zatim ćemo x b označiti s f: 
(dxb)x (čxd)=Fx (Ex d) = 
=č8(Fd)-d(F:č)=2(4x6)-d]- 
-Zl(ax6) č]=€(4,6,4)-5(4,5,6). 
6. Dokaži da je: 
dx[bx(Exd)]=(5:d) (4x2) -(Bx#) (xd). 
(Vidi 1.6.c.) 
i)j=đxl8(6-d)—-d(6-2)] = 
' -d)- (dx 0) (5-5). 
7. Dokaži da je: 
i (dB) GZ) (4:3) 
(2,0,0) (8,45) = (0-8) 6:8) (b-š) 
(€:p) (č:0) (č:5) 
(Vidi 1.6.4.) 


če, €, 6), Bb: Dy Di) IGRE PCAR ae) Tada imamo: 


. 4, 4 a PeP, oD 
(đ, b, €) (P, đ, 5) ka b, b, b, U dy đ: 
& 6 G CH AMELA 


Pomnožimo li dvije determinante na desnoj strani po pravilu »redak s retkom« 
dobit ćemo traženu tvrdnju. 
8. Ako su zadani vektori 4(5,3, 4), (3, — 1,5) i (2,3, — 3) treba izračunati: 
a) ax (Bx€), b) (dxb)x€, 
0) (8x6) (2X), d) (FxB) x (8x0). ' 
a) Računajmo na dva načina: Po definiciji u 1.7.b i kraće po formuli u 1.5.6. 
Imamo po formuli u 1.7.b: 3 


li 


po £& 
dx(Bxč)=(5+3/-4k)x13 -1 S|= 
3 -3 


2 
=(51+3/-4k)x(-12[+19/+11k) = 
PO 

= 15 3 -4(1=1091-7f+131K. 
|-n 19 H1 


Kraće računamo po formuli; (Vidi 1.5.d.) 
dx(bxč€)=b(đ:2)- €(2-6). 


Računajino skalarne produkte u zagradama po formuli u 1.7.2: 


(Z:€)=10+9+12=31 i (€:8)=15-3-20= —8. 


Tada je: . 
dx(5xč6)=31(3—[+5k)+8(2[+3/—3K) = 
= 93/ — 31/ + 155K + 16: + 24] — 24k = 
= 109: — 7; + 131&. 
Računat ćemo od sada kraće prema formuli u 1.5.d. 
(dxb)xč=B(đ:6) > a(b-6). 
Tada je (f:€)=31, B-č= -12, 
pa je: 
(PB) xe=33- [+364 1Gf3j-ad)- 
=93[—31j + 155k + GOF + 36f — 484 
= 153 + 5F+ 107K. 


b 


PS 


Odavde se vidli svojstvo iz 1,5.d: 
(Fxb)xč#4x (bxč). 


Cc) Prema 1.6.a imamo: 


2 


#66) 

= P(B8)—(4-8) (b-4) = 
(č:&) (0) | 
=50+(-12)-31:(-8)= — 600 +248 = — 352. 


(Fx5) (Gxč) = 


d) Prema 1,6.b imamo ako rastavimo »po-đ i č«. 
(qxb)x (dx €) =4[(4x6) č1-CUđx 6) -d= 
=4(4,6,0)—6=a(4,6,č), 
ili ako rastavimo »po b i č«: 
(fx 8) x(d xč)=b[4 
=0-a((8 x4)-č) 


P= 


It = 
Ku 
Fu 
x 
FSR) 


Tada je prema 1.7.e: 
E 3 ag] 

(4,6, =| 3 

2 3-3 

Na kraju je: : 

(fxb)x (dxč)= — 47(5[+3/ -4k) = 

= 2351 141/+188K. 
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= 55=15+30--36—8-—75+27= — 47. 


treba izračunati: 


a) (2x8) (xd), b) (HX )x(čxd), 
o) (2x8) -(čxd), d) (FxB)x(gx4). 


a) Po 1.6.a imamo: 


(d:č)= -4+6+3=5, 
(b.čje -8—3+2= —9, 
imamo na kraju: 


(-d)=5-8-12= —15, 
(b-d)=10+4—8=6, 


|-9 6 


b) Po 1.6.b imamo (ili po zad. 5): 


«d]=d((dx 5): 21, (rastav »po či da) 


gxnixlexeje ) 
xd)]-4[6-(čx d)], (rastav »po 5 i 64) 


Ćć 
ili No 


Na prvi način rastavljeno »po b i f« imamo: 
(Fxb)x (Exd)= b(4,č,d)- 4(6,8,4). 


Kako je: 
12 -3 
(d,č,d)=|-4 2 -1/=27 
5 —4_ 4 
_ 2-1 -2 
(b,6,d) =| -4 3 -1i=3,toje 
5 —4 4 


(x6)x(čxđ)=276-3đ= 
=2(21-j-2k)-3(F+2/—3k) = 
=511-33/ - 45k. 


Na drugi način rastavljeno »po či d« imamo: 
(2x6) x (čxd)=€(4,8,d)- d(4,5,6) 


9. Ako su zađani vektori: df, 2,3), 5(2,-1,-2), €(=43—-Did(5,-d4,4), 
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Dalje je: | 


1 2 -3 
(8,6,d) = 2-1 ->2[ = —39, 

5 -4 4 : 

1 2 -3 
(4,b,6) = 2-1 -2| =21. 

-4. 3-1 


Tada je: 

(dxb)x (Exd)= -396-21d= 
= —39(-4[+3[-k)- 21(57-4f+4k) = 
=511-33/-45K. i 
c) Prema rezultatu prethodnog zadatka imamo: ; 
(x): (čxd)= -(dxb) (x€)=(4-) (8-4) - 8%(6-6) = 

=5:6-14:(—9)=156. 

d) Prema rezultatu prethodnog zadatka imamo: | 
(x 8) x (xa) = - (dx 6) x (dx E) = —2(2,6, č\= 
= -21((+2f-3k)= —211-42/+63k. i 
10. Zadani su vektori £,6, €, koji nisu komplanarni i vektor đ. Predoči vektor d 
kao linearnu kombinaciju tih triju vektora. 


Kako je: S M daškom o 
Gxb)x (Ex) =a(8,6,d) -d(4,b,6)= 
=b(4,6,d)-4(b,č,d), 
to je: . _ ' ' 
č(4,6,d) -d(d,6,č) =6(4,8,d) - d(6,č,d) 
Tada je: 


d(a,6,0) = 4(6,6,d)— (2,6, d) + 6(8,6,d). 


Kako vektori €, 6, ć nisu komplanarni, to je (4, 6,6) # 0, pa imamo na kraju: 


Ovo možemo zgodnije pisati ako uočimo da su članovi u trojkama brojnika 


desne strane ciklički permutirani po shemi (sl. 10): pATS 3 
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11. 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


1. 664) ._Gdđ) pp, daB). 
ŠP ELO“ uro "uto" 


Odavde proizlazi da su svaka četiri vektora prostora linearno zavisna. 
Zadani su vektori đ i b, te jedinični vektor i, i oni nisu komplanarni. Pokazati 
da je vektor: N . ; 
d=(dx8)+ (5-6) (HX) +(8-17) (5x1) 
kolinearan s vektorom #. 
Pomnožimo vektor d vektorski s #: 
dxi=(8x6)xd+(8-DGx8)xF]+ (F8)[ 
=b(8:1)— 48:1) +41) (6. A) - (dn 
+A(6.1) (đ.1) —8(A:f) (Z-1). 
Kako je #-f=1, imamo: 
dxf=0, ti. 
dui. 
Koji uvjet moraju zadovoljavati vektori đ i 5 da bi vektori +5 i (đ 5) bili: 


a) okomiti, b) kolinearni ? 


Dokazati da je vektor: a) g=b6(Z- €) - &(đ- 5), b)g=6- == 


okomit na vektor đ. 


Zadani su jedinični vektori 4,6 i č koji zadovoljavaju uvjet +6 +č= (6. 
a) Izračunati 0 +8. 48.4 
b) Dokezati da je 4x Ba 5xče= Ex 4. i 


Žadani su vektori: 4(2,— 1,1), b(1 2>BD)oi. £(0,1,2). Naći: a) gx56, 
b) bxd, c) 4x (x), d) (Zxb)xč, e) (Zx6)-č, £) x (B-č) — Zx 
xb-&Zxč. š 


Vektori d,6,či d zadovoljavaju jednakosti čxb=čxđidxč=bxd. 
Dokazati da su vektori > di b — č kolinearni. 


Zadani su vektori: 4(3,-1,>2) i 5(1,2, — 1). Naći koordinate vektorskog 
produkta a) #x 6, b) (24+b6)x, c) (8- 6) x (Q24+56). ' 

Pokazati, ako đi 5 leže u ravnini okomitoj na ravninu koja sadrži či onda je 
(Zxb) (čXd)=0. 

Dokazati identitete: 

a) (dx 8) (Ex) + (5x6) (FX d) + (Ex 6) (Bx d)=0. 

b) ax [Bx(čxd)]=5(4,č,d)-(đ-b) (x d). 


20. 


24. 


25, 


26. 


27. 


28. 
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Dokazati da vrijedi: 


(dx6,čxd,#xf) = (4,6,0) (.6,]) - (48,6) (d,2,7) 
i = (4,č,d) (6,6) - be,d) (6/) X 
= (6,4,f) (4,6,8) — €, d,6) (£,6,7). 


Dokazati da uvijek vrijedi: 
G(ab)=0 i G(2,6,č) 2 0. 


. Dokazati da su vektori Zi b linearno nezavisni onda i samo onda ako je 


G(d,5) > 0. 


. Dokazati da su vektori 4,5 i ć linearno nezavisni onda i samo onda ako je 


G(đ,6,6) > 0. 


. Dokazati da je površina paralelograma razapetog vektorima 4 i b jednaka: 


VG(d,6), 
a volumen paralelopipeda razapetog vektorima đ, bi ć jednak: 
VG(d,b,č). 

Provjerite da za vektore 4, b,či d vrijedi uvijek: 
a4) (458) 6) (60) | 

G-a) 68) Go 60) 
(ča) (8) CO (0) 
da) (“8 (0) (dd 
Za vektor đ definira se Gramova determinanta :s G(d) = d.d. Neka su đi 5 

linearno nezavisni vektori. Provjerite da su tada vektori: 

(đ:đ) đ 
đ ; | (5-4) 6 


ijaA= 
Vod) : Vo(a) G(q,6) 


jedinični i ortogonalni i razapinju istu ravninu kao i vektori đib. 


=0. 


Su 
fl 


Neka su đ, 6 i ć linearno nezavisni vektori. Provjerite jesu li vektori: 
| (6) (8) a 
(č-d) & (6-4) (6:6) 
Na đ X (8:4) 6 a. Hey E by ek. 
AE 4 a m ATE 
' Vcd&) vo) 66) VG(4,b) G(d,b,č) 


jedinični i međusobno ortogonalni. 
Dokazati da za svaka dva vektora Z i b vrijedi: 
G(4,5) «< |4|?161?. 
Isto za tri vektora 4,5 i ć, tj: , 
G(8,6,č) < 14]? 1617117. 
Kako se mogu. te nejednakosti interpretirati geometrijski? 


$ 2. Vektorske funkcije skalarnog argumenta 


2.4. Definicija 


a) Ako je S neprazan podskup skupa realnih brojeva R, onda se svako 
preslikavanje sa skupa 5 u vektorski prostor X rađijvektora, takvo da je svakom 
elementu # € S pridružen vektor u(1) € X), zove vekrorska funkcija skalarnog 
argumenta i označava s: 

=d(1). 

Vektorska funkcija (1) obično se zadaje pomoću tri skalarne funkcije u, (1), 

uy(1), u(£) ovako: 
d=udni+u (O+. 

Realne (skalarne) funkcije u(0), u,(1), u.(f) zovu se koordinate funkcije 

vektorske funkcije (1). 


b) Za dvije vektorske funkcije i =:d(1) i v= v(1) definirane na istom skupu 
'S definira se njihov skalarni produkt ii “7 kao preslikavanje sa S u skup realnih 
brojeva pomoću jednakosti: 

(2:9) () = 40): V(1), 
AKO SU 4 #,, 4, koordinatne funkcije od #, 4 v,, v,, v, Od #, onda vrijedi: 
GP) (O =u(0) 00 +u,(0 1,0) +u(1) v,(2), za sve te S. 

Vektorski produkt d x $ funkcija ii == (1), = v (1) definira se kao vektorska 

funkcija sa S u X, formulom: 


(Ux 8) C)=u()x#(1), za sve re S. 


za sve re S. 


To je preslikavanje koordinatao dano s: 
So 2 k 
Gxo)O=luo 46) u(0 
"(£) 0) LA) 


iz ove definicije jasno je kako se definira mješoviti produkt triju vektorskih 
funkcija. Isto za višestruke produkte. 


€) Limes ili granična vrijednost vektorske funkcije (1) definira se analogno 
kao limes skalarne funkcije. 
Za vektor đ kažemo da je limes vektorske funkcije (1) u točki £, i pišemo: 
limi(t)=4 ' 
: 1-> b 
ako za svaki broj € > 0 postoji broj 8(£) > 0 takav da iz 
0<l:- 4 <8(E) proizlazi |Z(0)-d| <e. 
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d) Prirast vektorske funkcije :1(1) jest vektor definiran jednakosti: 
Aut) =4(t+Af)- (1). 
€) Za vektorsku funkciju (1) kažemo da je neprekidna u točki 4, ako za svako 
£ > 0 postoji 8(£) > O takvo da vrijedi: ' 
iz t—tol < 6() slijedi IZ) - il) < €. 
Hiako |Ađ(0]| —>0 kada Ar> 0, gdjejet=1,+AL 


2.2. Derivacija i diferencijal, Taylorova formula 


a) Za vektorske funkcije čije su koordinatne funkcije derivabilne i neprekidne 
kažemo da su diferencijabilne vektorske funkcije. 

Derivacija vektorske funkcije ti =4(t) po skalarnom argumentu je nova 
vektorska funkcija definirana jednakosti: 


BA di Ati o Bat+AD—i(f) 
(== = lim ——>— e, 
PI ras ev, Kenji At 


Ako su 4, u,, u, koordinatne funkcije funkcije (1) onda je derivacija dana s: 
BG) = u (1Ji+u' Qi+u(0k. 


b) Diferencijal funkcije ii zove se izraz: 


di=u'(0)d. 
c) Derivacije višeg reda definiraju se induktivno ovako: 
dći 
UŠ) = (uš DE) gra) k=23,..N. 


d) Neka su realne funkcije u, u,, u, koordinatne funkcije funkcije (1) i 
definirane na skupu 5. Ako su te funkcije neprekinute, n-puta derivabilne i ako 
su te derivacije neprekinute funkcije na S, tada za funkciju (1) vrijedi Taylorova 
formula: 

(A1)? 


2 u"(0) Fit 


u(t+An)=u(f+ 2 H'(0)+ 


E 7. (GX) +€(LAt), 


gdje je ELA =ei+ej+sk, i gdje je limlEQG,Ar)l =0. 


Ait>9 


2.3. Hodograf vektorske funkcije 


Neka je F=F(1) vektorska funkcija definirana na otvorenom intervalu 1 
realnih brojeva. Tada je svakom reainom broju 1, € I pridružen vektor F(£,) i taj 
je vektor radijvektor neke točke 7.4. Skup svih točaka 7, za koje je £, € / zovemo 
hodografom zadane vektorske funkcije (sl. 11). 


i8 


. Akosux=x(1),y=y(1), z = z(1) koordinatne funkcije funkcije 7(1), onda se 
hodograf zadaje ovako: Ta pRiz 2 i 
Fe)=xl+yi+zk. 


Ako je #=F(1) diferencijabilna vektorska funkcija, onda bodograf zovemo 
me : di : u. 
krivuljom. Vektor (7) (1) kojemu je početak u 7, zovemo tangentnim vekto- 


rom krivulje = 7(1) u točki T, (sl. 12). 


SL li. ; SL. 12. 


2.4. Vektorska funkcija dviju skalarnih varijabli | 

Neka su 5, T podskupovi skupa realnih brojeva, Svako preslikavanje sa skupa 
S X T u vektorski prostor X, radijvektora zovemo vektorskom funkcijom dviju 
skalarnih varijabli i označujemo s: 

d= (14). 
Vektorska funkcija i2(1,X) zadaje se: i 
čei(n=u(rnji+u,(GMf+u (NJE, teS ke T. 

Realne funkcije 4, (1,4), uy (1,2), u, (1,4) zovu se koordinatne funkcije vektorske 
funkcije =u(1,X). A 

Vektorska funkcija dviju varijabli je diferencijabilna (neprekinuto derivabili- 
na) ako njene koordinatne funkcije imaju parcijalne derivacije i one su nepreki- 


nute funkcije. 
Parcijalne derivacije definiraju se na sljedeći način: 


BE. io= li ZuU+ArM)— ad) A) a: una) 
drveni At ; 
8 GA +HAM— (62) 
Rava AX 


Diferencijal i više parcijalne derivacije definiraju se ovako: 
di=dt+it,dk, 


sa (MK 

3r2 =u, = Ka (2), 

đu 38. 

gis a 

ori “ = Dišie Oda š 
Za ETIENNE EY (i) = 3 (i), itd. 
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2.5. Pravila deriviranja 


tada vrijede 


Ako su funkcije 4=i4(1), (= 12,3, 1m= m(t) derivabilne, 
sljedeća pravila: 

1 dr) dti, 

2. (mi) =mi'+mia, 

3. (db) =dhih + dić ta, 
(dl, x 0 =) X ii Hil X iz, 
(di, 2) = (1,08) + (1,02, 05) + (o a, 133). 


bfo 


Zadaci 
29. Naći derivaciju funkcije (4-12). 
(da) =a. + ad = bake Er 
30. Isto za funkciju (iž, i, i"). 
(u, u! = (u 2 xa" =(xua“ daa 
= (u IME u SEZONI: u" ji ia d', d)= 
=0+ O+ (iu u' = (dd miro h 
31. Razviti u Taylorov red funkciju; 
(1) = costi + sintj u okolišu 4 =0. 
* Taylorov red glasi: 


dl) =(4)+ 2 Poješa ltr! . B6)+. 


i 


2 la [1 (64) +€£(8,1)], 
RI: 


gdje je lim |€(£4)] =0 


1=i, 


imamo: 
(= —sintf+costj, — d"() = — costi +sin tj, 
i(t) = siti — costj, UNV (£) = costi + sintj, 
pa je: 
dQ)=f dQO=/i, 0= =i, 
vQ)=-i, d“o=i, 
tada je: 


costi +sintj= (+ 


: mapom 
naj E O E, 
gdje je lim a GIEZU 
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32. Naći derivaciju modula vektor-funkcije iž(1). Da li je |d]“ = bz'1? 


33. 


34. 


. Ako jeuixu 


Derivirajmo jednakost: 
laGi=0) 
imamo pišući kraće: 
l2l la=a.i. 
Odavde dobivamo negativan odgovor, jer vrijedi: 


lil'= iz] =4".4', a ovo ne mora biti jednako |i']. 


Vektorska funkcija čiji je modul konstantan, okomita je na svojoj derivaciji. 
Iz prethodnog zadatka jest: 
lZi'=0, pajer-d'=0, tila 


Ako je ix ' = vektorska fimkcija sa svojstvom [2] £0, |2]' #0, onda je 
smjer vektora £ konstantna funkcija. 
Nađimo derivaciju orta vektora: 


buje (4) - balu“ za 


Uvrstimo li ovamo rezultat zadatka 32. i sredimo, imarno: 


a IP > (oja 


u _ (ax) Xu 

[al* lap? 

Kako je dx d'=0, to je 2" =0, pa je (vidi zad. 42) i =const. To znači 
da je smjer ui konstantna funkcija. 


60 vektorska funkcija sa svojstvom #0, (4, Z 
je vektor 2 paralelan s nekom čvrstom ravninom. 


'') =0, onda 


Označimo s: 


"=uixu', pa je 
Paua Xxui+uxu maxi". 
Nađimo # x 8“: 
Uxd)x (Uxa)= 
“ ul BL) — (i, 6) = 
( a 


Zbog pretpostavke zadatka jest: 
Kxs=0. 
To znači da vektor y'= ii x 4" ima konstantan smjer (zad. 34). 
Kako je g 1 #, to je vektor ti paralelan s ravninom, koja ima vektor normale 
kolinearan s vektorom # konstantnog smjera, 


Neka je Z=F(0 vektorska funkcija. U zadacima od 36. do 39. naći 
derivacije sljedećih funkcija: 


21 


36. 
38. 


40. 


42. 


43. 
d4. 
45. 


46. 
47. 
48. 


49. 


50. 


51. 
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xy, DRAPERIJA, 
F4, 39. ViFx PY. 
Neka je F="(u,v) vektorska funkcija. U zadacima 40. i 41. naći 
parcijalne derivacije prvog i drugog reda za sljedeće funkcije. 
F?, 41. XA, 
Dokazati, ako je derivacija vektor-funkcije F=/(t) jednaka nul-vektoru, da 
je #= const. Vrijedi li obrat? 
Dokazati, ako je 7,=0, /, =, da je = const. 
Dokazati, ako je 17 (i, 9)| =const, daje FLA FLA, 
Da bi vektor (u, v) imao konstantan smjer, mora biti FL, dt PLI. Dokazati. 
Naći krivulje kojih vektorske funkcije zadovoljavaju uvjetima zadataka 46. i 
47: 
F= 8x FP, gdje je 6 = const. 
P=2x (FX), gdje je ć konstantan jedinični vektor. 
Naći tri člana Taylorova reda za funkciju 
KH) =costi +(P4+21+1)) 
Zadana je vektorska funkcija: ' 
Zo) = ve) +ay(x) B+xč, 
gdje su 4, 6, ć konstantni i nekomplanarni vektori, Odrediti funkciju y(x) 
tako, da vektor ii(x) bude paralelan s jednom ravninom i da bude: 
z(l)eđ+b+č 
z(l)= —đ+č. ' 
Naći derivaciju po parametru £ volumena paralelepipeda razapetog sa tri 
vektora: 
d=i+y+k, 
b=U-j+5k, 
č= -Pf+erji+k. 


oko t=0. 


Odredite kakve krivulje su hodografi ovih vektorskih funkcija: 
a) f=(-—4j+3k, 


rr 
e) r=đcht+bsh:, 


gdje su 4, 6, ć konstantni vektori, a vektori đ i b su okomiti, 


D 


1]. POGLAVLJE 


PROSTORNE KRIVULJE 
$ 3. Pojam krivulje. Zadavanje krivulja 


3.1. Definicija 


Neka je / otvoreni interval realnih brojeva, Neka je a:1-> E bilo koje 
preslikavanje. Takvo se preslikavanje zadaje sa: 


a(0) = Q(D), y(D), (0), 
gdje su x, y, Z:I-—> R realne funkcije koje zovemo koordinatnim funkcijama od a. 
Za a kažemo da je diferencijabilno preslikavanje ako su koordinatne funkcije x(0), 
y(2), z(t) diferencijabilne. 3 
Svaku diferencijabilnu funkciju a:/-> E* zovemo krivuljom u prostoru E?. 
Skup a(1) C E' zovemo grafom krivulje a. Mi ćemo često graf identificirati sa 


samom krivuljom. 


3.2. Jednadžba krivulje. Duljina luka 
Uobičajeno je točku a(f) € £* identificirati s radijvektorom /(2) te točke i 
krivulju zadati s prinadnom vektorskom funkcijom skalarne varijable: 
H)=xG)E+y(O+ 29. (1) 


Jednadžba (1) zove se vektorska jednadžba krivulje. Ona je ekvivalentna s tri 
skalarne jednadžbe: 


x=(0), »=y(0, z=2(0, (2) 
Ove se jednadžbe zovu parametarskim jednadžbama krivulje, 

Ako je zadana krivulja svojom jednadžbom F=f(f) i ako su (4) i (6) 
radijvektori dviju njezinih točaka A i B, onda se realan broj: 


= lPoOla 


zove duljina luka krivulje od točke A do točke. B. Ako je krivulja zadana 


parametarskim jednadžbama (2) onda se formula (3) može pisati u obliku: 
dz\ 
+ (£) di. : (4) 
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i 


|E) (8) 


EO 


3.3. Reparametrizacija krivulje. Tangentni vektor. 


Neka je sada a:Z-—> £* krivulja, J otvoreni interval realnih brojeva i h:/-—>1 
diferencijabilna bijekcija. Tada preslikavanje 
B=ash:J > E 
zovemo reparametrizacijom krivulje a funkcijom h. Očito je reparametrizacija f 
opet krivulja u E* i graf od a podudara se s grafom od fi, tj, vrijedi a(1) = (0). 
Tangentnim vektorom krivulje zadane sa /=A0, tel u točki kojoj je 
radijvektor (fo), th € I zovemo vektor 


dF 
pa (o) : (5) 


kojemu je početak u toj točki. 

Pravac određen tim vektorom zovemo tangentom krivulje u toj točki. 
Općenito je |P(0)| #1. Formule diferencijalne geometrije postaju osobito jedno- 
stavne ako je krivulju moguće reparametrizirati tako da je norma (modul) 
tangentnog vektora u svakoj njenoj točki jednaka 1. To je uvijek moguće učiniti 


i to ovako: : 
Neka je a:/—> E* krivulja zadana vektorskom jednadžbom /=/(1), te [. 
Neka je dalje a € /. Promotrimo preslikavanje s:/—> R definirano formulom: , 


(0) = f17(0lde (6) 


To je preslikavanje neprekidno i monotono rastuće, pa s(t) preslikava 
bijektivno interval Z opet na neki interval J realnih brojeva. Svaka takva funkcija 
je invertibilna (postoji inverzna funkcija ovakove funkcije). Označimo inverz 
s"! (0) te funkcije s: * 

t=t(5):J—>1L 
lnverz je diferencijabilna bijekcija. Promotrimo reparametrizaciju od a funkcijom 
t= (s), dakie preslikavanje B= ao. Pokazuje se da je tangentni vektor tako 
reparametrizirane krivulje uvijek jedinične norme. Za krivulju reparametriziranu 
na taj način kažemo da je parametrizirana duljinom luka ili prirodnim, ili 
invarijantnim parametrom. 

Uobičajeno je takav parametar označavati sa s, pa će nam oznaka: 

' F=F(s) (7) 


uvijek značiti da je krivulja parametrizirana duljinom luka. 


Napomena: | 
Krivulju reparametriziranu preslikavanjem B = aot trebalo bi pisati ovako: 
G=FG)o1(8) = FU1(9)] = 865). (8) 


Međutim, umjesto oznake &(s) uobičajeno je i dalje pisati (s) kao u (7). 
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3.4. Derivacija. Oznake za derivaciju 
Reparametriziranu funkciju deriviramo ovako: 
Fit Pe s i i ol La 
(Fl (s)]) ds s kai fi ly. (9) 


Derivacija vektorske funkcije realne varijable po invarijantnom (prirodnom) 
parametru označava se crticom, dakle: ; 


aa 
SA (10) 
a po općem parametru točkicom, dakle: 
a. su dr 
“ii (11) 


Graf krivulje (odnosno krivulja) ponekad se zadaje kao presjek dviju ploha: 
F(xy2)=0,  G(xyz)=0. (12) 


Zadaci: 


52. a) Krivulja a:R—> E? zadana je svojom vektorskom jednadžbom: 
Fe ui +adj. 
Skicirajte graf te krivulje. 
b) Krivulja a :R-—> £* zadana je sa: 
P=ti+tj. 
Skicirajte graf te krivulje. 


“e Zatvorena krivulja a;[0,27] -> E? zadana je svojom vektorskom jednadž- 

om: ' 
F(t) =acosti +bsinti, 

Skicirajte graf te krivulje. 


te [0,21], 4>0, b>0. 


Definicija: Diferencijabilno preslikavanje a:[a,b]—> E? za koje je 
a(a) = a (6) zovemo zatvorenom krivuljom. 


a) Usporedimo li zadanu jednadžbu s 
' Fexi+yf+zk 
izlazi da je x=u,y =u*, z=0, pa eliminiravši parametar u dobijamo y =", 
2=0, Krivulja je parabola, 
b) Analognom usporedbom izlazi: 
X=ty=tz=, 
Krivulja je pravac y=x, z=0, 


54. 
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€) Imamo: 
x=aco0st,  yebsin,  z=0. 


Eliminacijom parametra £ izlazi: 


Krivulja je, dakle, elipsa. 


. a) Točke grafa neke krivulje u XOY ravnini zadane su sa y=/(x), xeR 


Kako glasi vektorska t parametarska jednadžba te krivulje? 
b) U ravnini XOY zadana je elipsa: 


Napišite vektorsku i parametarske jednadžbe te krivulje. 


a) Krivulju u ravnini KOY zadanu funkcijom y=f(x). 
parametarskim jednadžbama ovako: 


xeR zadajemo 


rest o y=f(t), z=0 :€R, 
a vektorska jednadžba glasi: 
Fo=ti+f0j. 
b) Parametarske jednadžbe clipse glase ovako: 
x=acosth  ye=bsnt z=0, rel[02n], a>0 b>0, 
a vektorska jednadžba: 
Fl) = acosti + bsintj, te (0,2=], a>0, b>0. 


Vektorsku jednadžbu krivulje, ovdje elipse, ponekad pišemo i ovako: 
2 F(1) = (acost, bsint, 0). 
Kružna zavojnica (ili obična cilindrična spirala) je preslikavanje 
zadano sa: ui 


Fi) zacosti kasintj+ bik, teR, a>0, b>0. 


Skicirajte graf te krivulje (sh. 13). 


Eliminiramo li iz paramnetarskih jednadžbi kružne zavojnice: 

x=acosi, v=zasint, z=bt, parametar 1, vidimo da ona leži na cilindru 
x+ =a“ radiusa a i kojemu je 0s os OZ. z = br kazuje da je »bržina« b 
dizanja bilo koje točke kružne zavojnice od baze valjka konstantna. Udalje- 
nost z od baze pri obilaženju valjka raste proporcionalno središnjem kutu 
osnovnog kruga. 

Veličina H =2m |b| zove se hod kružne zavojnice. 

Krivulja ima još naziv heliks. 

(Vidi zad. 58, 62, 97, 99, 118, 15, 163, 197). 


Un 
(nn 


SL. 13, 


. Zadana je Vivijanieva krivulja: 


gky+r=a, gl+y=ax. 


Napisati vektorsku i parametarske jednadžbe te krivulje. 
Vivijanieva krivulja je presjek sfere i cilindra: 


(old 
X 2 ma 


Neka je parametar f kao na slici 14, tj. K OTT". 


Imamo nadalje: OT = 0A =a, 
a kako su trokuti OAT' i OTT" sukladni (stranica OT" im je zajednička), to 
je X OAT' jednak parametru /. Tada je 

OT' =asint, pa je: 

x= OT cos(90% — £) = asin?t, 

y = OT sin(90* — 1) =asin Tcost, 

z=acost. 


FHy+ama, 


Krivulja, dakle, ima parametarske jednadžbe: 
x=asin't, 
y=zasinfcost, 
z=acosft, gdje je te [0,21], [0,2m] > £', 
odnosno vektorsku jednadžbu: 


fa asinttf+asint costji +acostk, te[0,2xml, 
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ili kraće: a ' 
f= (asin't,asintcost,acost), te [0,21]. 


Provjerite sami da je: 


: X soo 
F= (20+00s0), 5sini asin5 ), re(0,4], 


također jedna parametrizacija Vivijanieve krivulje. : 


SLOJ4. 


56. Dokazati da graf zatvorene krivulje a :[0,x]-—> E? zadane sa: 
x=sin20, y=l-cos2p, z=200so. 


leži na sferi i jest presjek paraboličkog i kružnog valjka. Napisati vektorsku 


jednadžbu krivulje. 

Vektorska jednadžba krivulje glasi: 
= (sgin2b,  1--cos26,  2coso). 

Dokažimo da krivulja leži na sferi. Imamo: 
L+y+r=sin20+(1-cos2Q)" +4c0sp = 
=2- 20082 + 4cosžh =2 + 2008 g + 25inčo = 4. 


Krivulja, dakle, leži na sferi x2+y*+z2=4. Da bismo krivulju napisali kao 


presjek dvaju valjaka, treba eliminirati parametar e. 
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Iz prve dvije jednadžbe imamo: 
a (y-i=sn2p +cog2p =1. 
Iz druge dvije jednadžbe imamo: | 
y=2sinžb, z=2coso, paje 
5 + (2) =sinžp+coso=1. 
Krivulja je, dakle, presjek kružnog: 


x +(y>1)=1i paraboličkog valjka: 


BAR 
y Z 
žale =1. 
aa 


. Zadana je krivulja a:R—> E* sa: 


x=mecost, y=esin,  z=2i 
1%. Naći projekciju grafa krivulje na ravninu XOY. 
2%. Napisati jednadžbu krivulje kao presjek dviju ploha. 
1%. Parametarska jednadžba projekcije te krivulje na ravninu XOY glasi: 
x=ecos, y=esint. 
Eliminirajmo parametar t (odnosno pokušajmo eliminirati): 


2 


kobime“. 
U polarnom sustavu ova jednadžba glasi: 
r=e€, 
gdje tima značenje polarnog kuta. 
Projekcija zadane krivulje je logaritamska spirala. 
2“. Treba eliminirati parametar 1. 
Iz prve dvije jednadžbe imamo: 


rhyme, >= igt, 


a iz treće jednadžbe: KK 


Zadana krivulja je prema tome presjek ovih dviju ploha: 


x byčmeč 
ž 
xu 


Iz ovog oblika također možemo naći jednadžbu projekcije krivulje na ravninu 
KOY iz 1. 


Fliminirajmo z iz navedene dvije jednadžbe. 
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i - : z 
Iz prve imamo: Pagea, part t=<. 
z=da(x2+ y?). a 
ineeiaodi doči drugu jednadžbu imamo: jednadžba krivulje prema tome glasi: 


i 
i kuže : 
a : K+y =a . 
Žetglnyei+ y!, i 
XK y 
i z=barc tg2- 
odnosno: j 
, i Iz ovog oblika možemo naći također projekciju grafa krivulje na koordi- 
inVa*+y"=aretg>, natne ravnine XOY, YOZ, XOZ tako da iz navedene dvije jednadžbe 
ž eliminiramo redom z, pa x, pa y. 
Val+ ji = gareta — | Eliminirajmo z: 
Projekcija na ravninu XOY ima jednadžbu: 
BH x PETRA . Pu pen. 
U polarnom sustavu kom ove projekcije glasi: kKiy=a. 
PElEt i Eliminirajmo x: 
: H ć . 2. 2 z : 
kao na prvi način u 1". i Iz druge jednadžbe je: x o ro što uvršteno u prvu jednadžbu daje 
i . 
58. Zadana je krivulja (spirala) a: R > £? sa: | traženu projekciju na ravninu YOZ: 
xkx=acost dani, ze bt, 420 b>0. i »(a2z+1)- 
1%. Naći projekcije grafa krivulje na koordinatne ravnine, 3 
2% Napisati jednadžbu krivulje kao presjek dviju ploha. ' i vla a ni 
1%. Projekcija na koordinatnu ravninu XOY ima parametarsku jednadžbu: | bd 
1 : Kreka 
x == ac0st ' j pzasin>. 
+ f ) 
y=asint, i 
I 
a eliminiravši parametar £ implicitni oblik jednadžbe projekcije glasi: Na kraju eliminirajmo y. U prvu jednadžbu uvrstimo .y = xtg ei 
x+y=a. 
: : dra i 2 t'Z+1)=e 
Projekcija na koordinatnu ravninu KOZ ima jednadžbu: S po , 
zač i : Z 
y=asint : rea cos, 
z=bt, b 
Z 
odnosno: | x=a sosa : 
y=asin=>. : što predstavlja jednadžbu projekcije zadane krivulje na ravninu XOZ. 
i 
5 .. . 2 A « a. H 2: le B S —J kid 
Projekcija na koordinatnu ravninu KOZ ima jednadžbu: i 59. Naći duljinu tuka krivulje a:[-57, 5 —>.B*% 
= acosi 
: F= (sinžt, sintcost, Incost) 
Zo, odr=Qdof=:. (Ovo znači: od točke u kojoj je t= 0 do točke u kojoj je i=1. 
odnosno: | Analogno u daljnjim zadacima). Imamo: 
z i : : : 
x=ac0s;. i X=2snicosi=sin2t, 
[ P=cost-sinf=cos2t Žž u tgt . 
odi = *t-- sino dim -—— = : 
2%. Eliminirajmo parametar f: | : : c05# ć 
30 i 31 


60. 


61. 
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Tada je: 


a dt sjed 2IL + tpžt=1+tg)t= : 
Hag 4+ 22 = sin? 2+ 608*24 + tg 5 cosžt 


Duljina tuka jest: | 


t 1 


| : dr=lnt (3 + 

= | dr=ln an 

a Cost 8 2 
0 


t mn 
s=inel-5 + 2). 


sE 
s 


Naći duljinu luka krivulje: 

x*=3y, 2xy = 92 od točke (0,0,0) do točke (3,3,2). 
Ovdje je krivulja zadana kao presjek dviju ploha. Pređimo na parametarski 
oblik pa uzmimo: 

xm=3t, 
onda jey=3(?,z=21, 
tako da je taj presjek graf krivulje a: R-> E* koja je zadana sa: 
Fa (31, 367, 2%). 
Nadalje je: : 
H+ 22=9 +368 4365 =9(1 +40 +40) = 9(1 +28). 


Tada je duljina luka: 


i 


kia 
s= 5[a+2a=9(i +20) | -3(1+5) =3g=5. 
U 6“ Q 


Odrediti duljinu luka krivulje a:R-—> E*: 
)=:đ+(1-096 od 4=0dot, gdje su Zi 8 konstantni vektori. 
Duljina luka glasi: 

Li 


s= | 1#()1 dr. 


bh 


Tada je zbog konstantnosti fi 6: 


IZdl= VOY =Va-6Y=|a-b|, 


pa imamo: 


= | la-bld=|4-56| [ae=|a-5l4 


o 9 


62. Običnu cilindričnu spiralu a; R-> E“ zadanu s: 


63. 


64, 


65. 


66. 


67. 


68. 


FO) = (acoslasint br), ab>0 
parametrizirati duljinom luka. 
Imamo: 
FO) =(-asintacost,b ), 
IFl=a24+b. 
Tada je, jerjeu točkix=at=(0; 
t i : 
s() = | iš|dr= | s+bdr= VB | ar 


Nu KU o 


Dakle: 


s(t) = Va +6 a 


Inverzna funkcija jesi: 


S 
(= (5) = ——, 


Vare 


pa cilindrična spirala ima jednadžbu: 


F= FG) = [aco ==, asin =, u. :) : 
Vaš + 6 Va+6  Važrbi 
(Vidi zad. 54, 58, 99, 101, 164, 194.) 
Naći projekciju na ravninu XOY grafa krivulje koja nastaje kao presjek 
hiperboličkog parabolida z==x%— y!iravninerx+y—>z-1=0. 


Naći projekciju na ravninu YOZ grafa krivulje koja nastaje kao presjek 
rotacionag paraboloida x =y%+z?iravninex—2y +42 —4=0. 


Dokazati da projekcija na ravninu XOY grafa krivulje koja je presjek 
eliptičkog paraboloida z =x*+2y* i ravnine 2x—4y+z—1=0 jest elipsa. 
Naći veliku i malu os te elipse. 
Naći projekciju na ravninu XOZ grafa krivulja koja je presjek stošca y* = xz 
iravninex—y+z+i=0. 
Pokazati da 
x=asin9coso, y=asinBsno, z=4c0s9, 

gdje je 0=0(0) jest krivulja a :[0,2m]—> E* koje graf leži na kugli. 
Pokazati da graf krivulje a :[0,2m] > £* 

x=asnit  yebsintcost,  z=ccost 


leži na elipsoidu, 
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69. 


70. 


TI. 


PŽ, 


73. 


TA. 


75. 


76. 


77. 


78. 
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Pokazati da graf krivulje a:R—> E"; 


a 3 


£ #5 L 
Z = 
1+ + 


ude) pimuseE: 
++? + ++" 


KZ 


, l : X 1 
leži na kugli sa središtem u točki 5(0,5,0) i polumjerom pa 


Pokazati da graf krivulje a:R-> E“; 
x=icost, yeisint  z=et 


leži na kružnom stošcu. 
Pokazati da graf krivulje u: R—> E": 
t (sint ge 
x =at, = atsin z= o 
y 3 2p 


leži na rotacionom paraboloidu i da je njena projekcija na ravninu XOY 
Arhimedova spirala. 
Naći projekciju grafa krivulje a:R —> E: 
x=t,  ym=f, z=ft 
na koordinatne ravnine. 
Pokazati da graf krivulje G:R > E“: 
x=achh,  y=ashl, o z=ct 
leži u hiperboličkom valjku i naći njezine projekcije na koordinatne ravnine. 
Pokazati da graf krivulje a: [0,22] £* 
x=atgl, y=bcost  z=bsint 
leži na hiperboličkom paraboloidu i naći projekcije njenog grafa na kogrdi- 
natne ravnine. 
Krivulju a: R—> £? 
x=t, y=f#, z=e 
predočiti kao presjek dviju ploha. 
Pokazati da je graf krivulje a : [0,2x]-> E" 

k Ze (acost,_ asinr,_ bsin2r) 
presjek kružnog valjka i hiperboličkog paraboloida. 
Pokazati da se graf krivulje: 

r+z=gf, yl+z=a 
nalazi u dvije međusobno okomite ravnine, 
Naći projekciju grafa krivulje: 
: z=x+)y, x+ryitz=l 


(presjek ravnine i kružnog paraboloida) na koordinatnu ravninu XOY. 


79. 


80. 


81. 


82, 


84. 


85. 


86. 


87. 


Naći duljinu luka krivulje a: R-> E*: 
E 2. 
F=(1, nae) 
GG 


Naći duljinu luka krivulje a:R-—> £': 


odt=0dot=2. 


F= (e'cost, e'sinr, e). 
odr=dot=t 
Naći duljinu luka krivulje a: R-—> E*: 
x=a(f-sint), y=a(l-cost), z= da cos = 


između njezina dva sjecišta s ravninom XOZ. 
Naći duljinu luka krivulje 


=34%9, Uz=a 


. | a 
među ravninama y = EY y=9a. 


. Pokazati da zatvorena krivulja a:[0,m]—> E: 


X=cost, y=siučt z=cos2t 
ima duljinu s = 15. 
Naći duljinu luka krivulje a: R—> E"; 
x=acht, y=asht z=at 
među točkama 0 i £. 


Naći duljinu luka krivulje a:R*-> £*: 
k=c, y=e/2 int, => 


među točkama r=1,1=10. 
Zadana je krivulja a:R*-> E*: 


2 


a? ? maa 
Fe lr, naa 2atn'2). 
t t a 
1%. Pokazati da je njezin graf presjek ploha 


x+y 


K>y=4čiz=2a ln 


2%, Pokazati da je duljina luka dane krivulje od točke na x-osi do proizvoljne 
točke proporcionalna s y-ordinatom te krivulje. 
Naći izraz za ds krivulje u cilindričnim koordinatama. 


88. Naći izraz za ds krivulje u sfernim koordinatama. 
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preslikavanje: - 


$ 4, Frenetov trobrid (trobrid pratilac) 


4.1. Definicija 


Neka je a : /-+ E* krivulja. Vektorskim poljem X duž krivulje a zovemo svako 


Ki:I-> U X (1) 
PE 


gdje je Xe vektorski prostor radijvektora s početkom u točki P, koje realnom broju 
fa € Z pridružuje vektor X (f0) kojemu je početak u točki P= a(t) (sl. 15). 


Vektorsko polje zadajemo, dakle, 
vektorskom funkcijom skalarne vari- 
jable. Za to polje kažemo da je dife- 
rencijabilno, ako je pripadna vektor- 
ska funkcija diferencijabilna. Svakoj 
prostornoj krivulji mogu se pridružiti 
tri istaknuta vektorska polja ovako: | 
Neka je a :/->» E? krivulja i 
P=") 


njezina vektorska jednadžba. Pretpo- 
stavimo da je krivulja parametrizirana 
duljinom luka. Vektorsko polje £*(s) 
definirano formulom: 


Sl. 15. 


E df 
z" pm 2 
G= 2 
zovemo poljem tangeniata. 

Polje #19 (s) glavnih normala krivulje a definira se: 


dr 
ask Sf G 
#6767] ) 
L ' h ds? | 
a polje b*(s) binormala s: . . 
b%(s) = (s) X 7i(8). (4) 


Polja £"(5), %(), 6"(5) su jedinična i ortogonalna, tj.: 


(s) +895) =0, 
(s) b"(g)=0, sel, 
PGg)=A"(s) =5"()=1. 


j KIRK JAR JSN : 

i Vektore t (So); H"(Sn),b"(so) zovemo vektorima tangente, glavne normale i 
binormale krivuije o.(S0), 50 € . 

zda Li ro 9 pa ; : 
Tribr id (17 (50), 1" (50), 6" (50) ) zovemo Frenetovim trobridom (trobrid pratilac) 
krivulje a u točki a (59). 
Pravce određene tim vektorima zovemo tangentom, glavnom normalom i binarma- 
lom krivulje a u točki a (so). : 


Uređenu trojku (7%(5), 77%(8), 5"(8)) zovemo poljem Frenetovih trobrida. 


4.2, Jednadžbe elemenata trobrida pratioca 


Neka je krivulja a:1—>:E" zadana svojom jednadžbom = F(s) (s je duljina 
luka) i neka je a (59), So € Ž bilo koja točka krivulje. Tada tangenta, glavna normala 
i binormala u točki a (so) imaju jednadžbe. 


Tablica [. 


Vektorske jednadžbe 


Tangenta: 


Skalarne jednadžbe 


ja 


P= Flso)t uF (so) = 


Glavna normala: 


GEZEZENESTEACO) e 


Binormala: 


F=r(so) buiF(s) X F(s9] 


Ravninu razapetu vektorima £%(5q), 
1" (so) zovemo oskulacionom ravni- 
nom krivulje a u točki a(s9), Se 1. 


SL 16. 


oskvlaciona 
ravnina 
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Ravninu razapetu vektorima 2"(59), 6" (50) zovemo normalnom ravninom krivulje 
u toj točki. 

Ravninu razapetu vektorima 5"(s,), (s) zovemo rektifikacionom ravninom 
krivulje u toj točki (vidi sl. 16). 

Neka je krivulja a = I-> £* zadana svojom jednadžbom # = 7(5) (s je duljina luka) 
neka je a(S), sa€ 7 bilo koja točka krivulje. Tada normalna, rektifikaciona i 
oskulaciona ravnina imaju u točki a (se) jednadžbe: 


Tablica 2. 


Vektorske jednadžbe 


Normalna ravnina: 


Skalarne jednadžbe 


(F=r(s)) Fs) = 0 | ši — a) tO — Xa) tf žu (22) = 0 


Rektifikaciona ravnina: 


(F— (sa) Fs) = 0 Ke (x — Ko) + a0 > Ma) +za(z ža) = 0 


Oskulaciona ravnina: 


(F- Fs) 6 (so) X F"(se)) = 6 
ili EY Ya 
#- F6), FG, (0) = 0 am 


Kod F—J0 Z— Za | 


Ako krivulja nije parametrizirana duljinom luka, tj. ima jednadžbu oblika z =»(1), 
onđa ti pravci i ravnine imaju jednadžbe kao u tablici 3. 


Napomena: U tablici 3. koriste se oznake: # = (0) i fy= Fo). 
Osobite ili singularne točke su one za koje je: 
Kb) =0. 
Regularne točke krivulje su one za koje je: 
žu) #0. 
Trobridni pratilac definiran je u regularnim točkama krivulje. 
Krivulja a :/-> E* dana jednadžbom F= F(1) zove se glatka ako su sve njezine 
točke regularne. ' 


Mi ćemo uvijek pretpostavljati da je vektorska funkcija Kojom je krivulja žađana 
uvijek dovoljan broj puta derivabilna. 


Tablica 3. 


Vektorske jednadžbe 


F = Fit) + uf) 


LEE SN ICE DAPTA 


F=ftuAXxXA)y 


(FA) fa =0 


bh (FA) LAXA) XA) = 0 


(Fi) (fx fi) = 0 
: ili 


(F—a, fon) = 9 


Tangenta: 
£ 


4 
X Ku yo Ya ZZ 


X Šui A u 


Glavna normala: 


X Ah *— Ya 2— đa 
Va Že Žu Xu Ko Ya 
non "nt im 
Gdje je: 
Xe žu Zo Au | Xa Ye 
i= bon 2 o dam mok 
Jo žu Žu Ao Xu Yu 
U 
Binormala: 
ota >Ja 2-2 
Ya že Žu žu žo Ja 
Ša Ža Žo ša Šoša | 


Normalna ravnina: 


žut ka) + Xa ya) + Ža(2 20) = 0 


Rektifikaciona ravnina: 


Kao >Ja Ze Za 
Na že ža = 0 
i m n 
Oskulaciona ravnina: 
X— Xa Yr ZZa 
žu Ju Ža = 0 
Ša š LJ Ž 
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Zadaci 


89. Neka se dokažu formule iz tablica 1, 2. i 3. 


1" 
a) 


b) 
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Dokažimo najprije formule iz tablica 1. i 2. 
Neka je F Fo IG)eH x(s)F+y(5) [+ 2(s)k vektorska jednadžba krivulje 
a:I-> E" (sje duljina luka te krivulje. U točki a(so), $€ Ž krivulje) « 
prema $ 4.1. definiran je vektor tangente s: 


. df man mr 
i (59) = pra) = foekxai+ya | + zok. 


Kako točka a(5,) leži i na krivulji a, to vrijedi: 
Fa=F(S0) = Xol +yo] + Zak, 
a kako je vektor Z— f, kolinearan s veklorom 1% (So) = fa, to vektorska 
jednadžba tangente glasi: 
' FE furu 
a skalarne jedgažbe tangente glase: 


*-Xo _ Pz%e Zoe 


? ara ! 


Xu Yo Z4 


Ova jednadžba zove se još kanonski oblik jednadžbe tangente. Tangenta 
u točki a (so) krivulje a kolinearna je s vektorom normale na normalnu 
ravninu, pa vektorska jednadžba normalne ravnine glasi: 

sa (FP) =0 
a skalarna jednadžba: 

“Ka (X = Ko).b Vo" (Y — Vo) + Zv (2 > Zo) = 

Neka je F=#(g)=x(8g)f+y(6)/ +2(:)X vektorska jednadžba krivulje 
«:7—> E. U točki a (80), € I krivulje a prema $ 4.1. definiran je vektor 
glavne normale s: m 


Ki (s) 


(So) ) fa“ = Xa"i + Yo" "] zg EZ Zo "k A 


"E FP" (S) NEZ E la Xa? 


A“ (50) = 


4 (So) 


zau 


š « - a 
Kako je vektor #— &% kolinearan s vektorom (59) = TAT 
ila 


to vektorska jednadžba glavne normale glasi: 


odnosno 

Pada 
kar rrui aci 

ii 


njene skalarne jednadžbe (kanonski oblik jednadžbe): 


t 
i 


aje 


5) 


Z->KoVrVa_ž£-Za 
" 


Xa Jo 2 mi 


Glavna normala u točki a (so) krivulje a kolinearna je s vektorom normale 
na rektifikacionu ravninu, pa vektorska jednadžba rektifikacione ravnine 
glasi: 


2 


(F-A) rop = 0, 


Li 


odnosno: 
(-%)-A'=0, 
a njena skalarna jednadžba: 
x — Xa) Hya'(p — yo) + Za(z > Zo) = 0. 
Neka je zadana krivulja kao u a) i b). 
U točki u (Se), So € F krivulje a definiran je prema $ 4.1, vektor binormale s: 


5" (So) = f (So) X FP (So). 


Tada je: 
= Pad 
nI ps o > po 
b(s) = RTA = ui Xr), (m= sE ). 
LE u 
Odnosno: 
| MK BR 
a i : X 
b"(S0) = u NE Yo Za | = 
boza oz 
by že | + a = f mA 
= 14 | ELA Ifa Zo, | + Xa Yo | g 
o oz Za X Kao : 
BI oj uooYa 


Vektor #— % kolinearan je s vektorom b"(s,), pa vektorska jednadžba 
binormate glasi: 


F=fh+b (sn), 
odnosno: 
P= uf XA), (po mujo), 


a njene skalarne jednadžbe (kanonski oblik jednadžbe): 


X — Xa poka Je 2 Ze Za 
rs Koo 

Yo 29 Za Xa KoJa“ 
LJ La " # " 

Ja Za | Ze ša KooVo 


Binormala je u točki a ($) krivulje a kolinearna s vektorom normale na 
oskulacionu ravninu, pa vektorska jednadžba oskulacione ravnine glasi: 
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(FR): (fiX) = 0, 
odnosno: 
(F-ffvo fo) =0, 
a njena skalarna jednadžba: 
Kaya Za 


| Xa“ Ya Zv =0. 


Dokažimo formule iz tablice 3, 
Krivulja a je sada dana jednadžbom: 
ore=f(1). 
Vektorsku funkciju f= /(1) reparametrizirajmo duljinom luka funkcijom: 
(=1(5). 
Vektor tangente 7“(s) dobijemo deriviranjem jednadžbe: 
F=rF(1(5)) 
po s: 
dj dr odi m 
9 ae—=— 5 
"o ds dr ods (S) 
Odavde proizlazi da su vektori 
KIRK 
ds di 
kolinearni i istog smjera, jer je prema $ 3: 
dt 1 
rkt kei 
(a 
Vektor tangente je dakle: 
di 
dt F 
(9 E — m. > 6 
Oro m (6) 
I ' 
Vektor binormale dobijemo deriviranjem po s jednadžbe (5): 
did (f 2) za (2) KIRK LAK 
dst ds \dr ds ds \dr/ ds dr odsć! 
Zea S ži 
dst df \ds drodsž“ 


mmm nn a e RANE 


iz (5) i (7) proizlazi: 


dž; ERI AFoodir ds df 
de Vds/ as di de ds (8) 
kosi MA: da odr fa 
Odavde zaključujemo da vektori Fra TE razapinju oskulacionu rav- 
ninu, jer je (8) linearna kombinacija vektora tangente mu i vektora 
' : s 
SE 
glavne normale zg odnosno vektora ia sr Kako ti vektori 
la raz nos Dare So S 
ds? 
i dosa Ž , manam pd. df 
razapinju oskulacionu ravninu, to u njoj leže vektori kra i uv 
Dakle, vektor binormale jest: za 
dr odr 
: dt dr? FXxF 
Bb) = Ze = TE. 
0 Karzai &) 
1 di dr E 
Vektor glavne normale je očito: : 
A0) = 6(0 x DP). ' (10) 


Neka je, dakle, zadana krivulja u: J-—> E> svojom vektorskom jednadž- : 


bom: 
F= AO) =xOi+yOj+z0k. 
U točki a(f), fo € J krivulje dan je: 


vektor tangente: 


pa u e e nn ' 
PU) = sar = Tar tel + Ho + žak), (1) 
|Fol ib | 
vektor binormale: 
m. 
59 XK i 
BUG) = rođen = zrosro | žabe |, 12 
E re nk LK A dat S 
i Zp Yo Že | 
BU) = “oo (li+mj+ nk), 
ax hl 
gdje je: 
= Ya Ža ž Ža žu | ža Va (13) 
Po Žo | Ža ko Žan 1 : 
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i vektor glavne normale, kojeg u koordinatama dobijemo ovako: 30 +41+1=0. 
H : i . : 
: x fa B : ješeni: = -— = a dirališta: 
HV) = 5" (to) x F0 (to) = fax fa x —- (14) Rješenja su # sI bh i, a dirališta 
KRETI il 11 1 
: pao 1 | De(-6 3-5) D,=(-1,1.-1). 
(la) = u HX) X], (u = nara) i rali: E 
; Fall li x čl Tangente prema tome imaju jednadžbe: 
Izračunajmo (FXxP)XxF = PE — F(F-r) u koordinatama. Kako je: | L 1 
Pe (+pl+2) (či+pyi+žk) ; *+3 7-4 27 
(Fr)r= (Qž+yj +22) (#L+y1+2RK), mE: a“ 
aa 3 9 
to je: ' 
(FxPixk= [7 kyčk2)i— (kt+yjtzžjili+ E. pol, Za 
+ [67 +? +2) 9 — G+yy+22)911+ i -2 3 
+ [(* +y*+2') 2 (iX+yy +22) 2] k odnosno: 
| kt _ 9-1 27241 
sava E ži: žži, *yl - i i U; g 
Xr)xF= - = . = ' 
(Frrjar mal“ Bi imi sa+1l_v-l_ztd 
Los 
bj o 91. Dokazati da tangente krivulje a:R—> E" dane sa: 
= -|A Ždis (15) x=a(sinf+c0sf) 
lom on ' y=a(sint-cosr) 
= he“ 
uz oznake (13).. ak oke , 
Vektorske jednadžbe tangente, glavne normale i binormale u točki & (49) sijeku ravninu XOY u kružnici x* + py" zome 
krivulje & očito glase: Kanonski oblik jednadžbe tangente glasi: 
F=f+uf%, x—a(sint+cost) _ y-a(sint— cost) _ z—-be“ 
=h+ul(AxH) XA), (16) ' a(cost— sint) > a(cosr+sini) zgerk“ 
F=h+ulAxf), a u parametarskom obliku: 
dok njihove skalarne jednadžbe proizlaze iz (16), (11), (12) i (15) uz | x=a(cosf-sint)h +a(sint+cosr), 
oznake (13) i glase kao u Tablici 3. Vektorske i skalarne jednadžbe y=a(cost+sini) k+ta(sint-cost), z= —be“' k+be“'. 
normalne, rektifikacione i oskulacione ravnine također se lako izvode kao j nai : . : soja Ja 
u slučaju iz Tablice 2. | Sjecišta tangenata s ravninom XOY dobivamo za one 2 za koje jez =0, tj. za 
: X=1, dakle: 


90. Naći one tangente krivulje a: R-—> E? dane sa: 
= (460,0), : X x=2a cost, 


: . ; = 2a sint. 
koje su paralelne s ravninom x +2y+z2—3=0. : 


Vektor Mi tangente jest: a to su paramelarske jednadžbe kružnice x? + y? = 44". 
= (1,21, 30). 92. Naći normalnu ravnimu krivulje: 
Treba naći diralište tangenti i krivulje a. To će biti točka u kojima je vektor z= 4+)? 


tangente okomit na vektor normale N= (1, 2, 1) zadane ravnine, tj. kada je 
FN =0. To daje uvjet: 
utočkix=1. 
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Parametarske jednadžbe krivulje glase ako uzmemo za parametar apscisu x: 
F=(xos 27h. 
Vektor normale na normalnu ravninu ima smjer: 
> fa(1L 4x), 
pa jednadžba normalne ravnine glasi; 
(X-x)+(Y-x)+4x(Z- 222) = 0, 
a u traženoj točki T=(1, 1,2): 
(K-1)+(Y-N+4(Z-2) = 0, 
odnosno: 
K+Y+42—10 = 0. 
93. Naći jednadžbu binormale krivulje a:R—> £*: 


: £ ži 
x=r—sint, yz1-cost, z=4005.5 u točki t=5t. 


Smjer binormale određen je vektorom: 


/ FEA 
Ke . BK 4 | maori 2. f> t-p 
FxXra=| 1-cost sine o o«2sno is —2sin' s | sin 5 [+ cos Ti +&1, 
i t 
osint Cost cos 7 
pa jednadžba glasi: 
Ž 
: z-dcos — 
x (t—sint) y-(1-cos:) 2 
Le: t 1 : 
sin 5 COS 5 


a u točki T= (s, 2, 0): 


M 
i 
a 
br) 
i 
[s 
nN 


94. Naći oskulacionu ravninu krivulje: 
w=x,x>=z,u točki T=(1,1,1) 
Parametarske jednadžbe krivulje jesu: 
x=(,p=fz=t, 
a oskulaciona ravnina ima jednadžbu: 
kefš op-t oz 
U 1 dr? = 0, 
2 lu 124? 
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sopra 


95. 


96. 


odnosno: 
121% 166122 +61 = 0. 


Odavde za /= 1 dobivamo 
6x —8y-z+3=0. 


Napisati jednadžbu rektifikacione ravnine krivulje «:(0,m)-» £*: 
: t f : se Uj 
Fa (5,5. nino) u točki f = ->, 
V2 v2 e 
Vektor normale f rektifikacione ravnine je kolinearan s vektorom (F x £) X F. 


Imamo: 


= ( 2 
d A vV2! sint)? 


#=(0,0.-—2 A 
smi 


(xP)xFa FF) - FPP), 


B 1 i i 
2 Bre Mnjo=R sE 4gi=1+ tgr = 
f srat i+cig"r smi 


Tada je: 


zoo to B pas A TK 
(xrF)xr= kle (-1) + E (zi + a + agr) = 


sin? Va Va 


(tat + agrj- ik). 


1 ctgt e, GIgt e 3 1 
= ŠP+—j-ki=- 
sint \ 2 V2 V2 sinžt 
Jednadžba rektifikacione ravnine glasi: 
t t X : 
ag) +agely- Vz Insint) = 0. 


i panja ; ii E : 
Jednadžba rektifikacione ravnine u točki sI glasi: 


Za 

Odrediti funkciju o :R->R tako da glavna normala krivulje a:R>E: 
F=(1,smnt, p(1)) 

bude paralelna s VOZ ravninom. 

imamo: 

#=(1,c0st, 6), 

#= (0, sint, 6). 
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Vektor glavne normale ima smjer: 

FxT)xfe HF), 

Pe l+cost+ A, 
. PF= —sint cost + oo, 
(x PFxF = (14 cost+ dB) (> sintj+ ok) - 

- (>sinfcost+ eo) (Č+costf+ 0). 
Da bi glavna normala bila paralelna s YOZ ravninom, mora koordinata uz £ 
biti jednaka nuli, dakle: 
: — sin ( cos(+ do = 0. 
Riješimo ovu diferencijalnu jednadžbu: 
; = de. = sini cost, 

d = sinčt + e", 


' e i 
2 ey = f sin f < 
d= Vsnii+e = e] i+( 5) = Ve+1—cosi, 
. ., 


(0 «| | h-( Vare Ke], gdje je Ki, = Ve+1 


€ = konst. 


(ili uzeti supstituciju & = z, P= #). 
Napisati jednadžbu tangente, glavne normale i binormale za kružnu zavojnicu 
G:R>>E" 
F= (acost, asint, bt) 
u proizvoljnoj točki. 
Dokazati da glavna normala siječe os zavojnice pod pravim kutom, a 
binormala zatvara s tom osi konstantan kut. 
Prvi način: 


Jednadžbe tangente, glavne normale, odnosno binormale glase u vektorskom 
obliku: 


ć = FO) +ulF O], 
č=riat)+u[Fxr7)x Fi, odnosno 
[o = F()+ u [FX F1]. 
Računajmo: 
F() = (-asint, acost, b), 


F() = (-acost, —asint, 0), 


P= +b?, 
Fi a Va? 4B? 
FXX = PPF) 
Jer je il = Va*+b? = konst., to je vektor # okomit na svojoj derivaciji, tj. 
FLF paje FF = 0. Zbog toga je smjer glavne normale: 
(FxF)xF= FF —a(d+b?) [cosri+sintf]. 
Nadalje, binormala ima smjer: 
2 j€ 


FxF= —asint. acostb o |= absinti—abeostj+ačk 
l 


- acost —asinf 0 


FxF=a[bsinfi— beostj+ak]. 
Jednadžba tangente je prema tome: 
X-—acost . Y—asine | 2-bi 


—asint a cost b 


Jednadžba glavne normale: 
Y-asint _ Z-bt 
—a(a*+b?)sint 0 


X —acost 


—a(a'+b?ycost | 


, odnosno 


X-acost Y—asin# Z- bi 


COS. sin £ o 


dok jednadžba binormale glasi: 
X —acost. 
absint 


Y-—asinf Z-bt 
= 5—-, Odnosno; 


—abcost a 


K—acost  Y—asint Z—-bi 


bsint = —bcost a 
Nađimo kut između glavne normale i osi zavojnice, tj. kut između vektora: 
Z= (cost, sint, 0) i k=(0,0,1): 
: bi 
cos = 0, pa je & ni 
Kut između binormale i osi zavojnice jest kut između vektora: 
bo= (bsint, —bcost,a) ik=(0,0,1): 


- =" CONSt. 


a 


co = 
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Drugi način; 


Jednostavnije se zadatak rješava reparametrizacijom duljinom luka, Prema 
zad. 62. kružna zavojnica a ima jednadžbu 


(=> 5) 


O $ : g bs 
F=r(s) = (acos ==, 0sn ==, pez [> 
Va? +b? Va*+b?  Vač+b? 


Kako je: 
1 S Ao: S o had 
F (s) = o = | asin —i+ 1 COS === _ | + bi] B 

Va* +6? Va? + b? Va+6? 
(s) | cos | - sine [+ o] 

s) = > Cos i Bh Bk 

a + bh? Va? + 6? Vač +6? 
i Kn 
(g x F = 5 saa bs no | + ok] 

FP (s) X F"(5) (LIJE | sin Veri it —beos Ve ra j 


to prema Tablici 1. na str. 42. tuzt=— - za jednadžbe tangente, 


Vat + b* 
glavne normale i binormaie dobivaju se već poznate jednadžbe. 


Naći jednadžbe tangente, glavne normale, binormale, normalne. rektifika- 
cjone i oskulacione ravnine krivulje (vidi zad. 179): 
x —y'+2-1=0 
y-2r+z=0, 
utočki T=(1,1,1). 
Napišimo na zadanu krivulju parametarske (ili vektorsku) jednadžbe: 
Budući da je projekcija grafa krivulje na XOZ ravninu kružnica: 
xZ+zl>2x+z=1, odnosno: 
A iv. 9 
kale? 
to uveđimo parametar ( ovako: 
a=i+ Šc05q 
2 ' a 
2 


i 3 : 
za -3Tzno, 


pa je tada: 


y=+t | ž+ cose a S sine. 


U ovom obliku je (zbog komponente y) nespretno računati derivacije krivulje. 
Zbog-toga ćemo uzeti za parametar apscisu x, pa će krivulja imati vektorsku 
jednadžbu: 

Fexi4yQ)[+z(x)k. 
Komponente y i z su ovdje funkcije od x, koje ćemo, kao i njene derivacije, 
naći iz zadane krivulje na sljedeći način: 
Uvijek jezx=x f=1, X=0, X=0,., 
Nađimo prvu derivaciju krivulje, tj. #: 


2x 2yy+2zz=0, 


2yp > 2+2=0. 
U točki T ovaj sustav jednadžbi glasi: 
l1-y+ž2=0, 
2-2+2=0, 


odakle dobivamo: ž = 0, y =1, pa je prva derivacija u točki 7: 
fr= [+ f. : 
Druga derivacija dobije se iz: 
1-y-yf+2+zž=0, 

2y2+ 29) +2=0, 
u točki T: . 

1-1-f+ž=0, 

2+25+2=0, 


. 2 
odakle je j= ua ž= -<, pa je: 


E. 


| 


.. 2 > 
Ir= micu 


Treća derivacija se dobije ponovnim deriviranjem malo“ prije dobivenog 
sustava: 
—3)) 9) +322 +22 m=0, 
gj +2) +ž=0, 


u točki 7: 
2-%+zž=0, ' 
—_4+2yy +2 =0, E 
odakle jey =2, 2 =0, pa je: 
f=2j. 


Tada je jednadžba tangente: 
zd jod ži 
H 1 0 
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Izračunajmo smjer glavne normale: 


Lo 


F() mišo E 2[- 21 Ž gl m 


pa glavna normala ima jednadžbu: 


Co 


a binormala ima jednadžbu: 


Ki, )=1 z—i 
1 —1 10 
Normalna ravnina ima jednadžbu: 
i(x-1)+1(y-1) = 0, 
odnosno: 
x+y-2=f, 


oskulaciona ravnina: 
2 2 2 
Ha 10 Jed 1)=0, 


odnosno: 
x-y+rz-i=Q, 


arektifikaciona ravnina: 
2 4 
se sij Ude gtu 159 


odnosno: 
K-y-2z+2=0. 


99. Naći trobrid pratilac za heliks (zavojnicu) a:R->E*: 
x=acost,y=asint, z= bt. 


Prema zadatku 97. imamo ort tangente, glavne normale i binormale: 


= (-asintf+acostj+bk), 
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o su: a mlač Bo BŠK o E mame > 
e Pg 55) (costi +sintj)= — (costr +sintj), 
bo d Moa = m 
15] dV bi (bsinti —beostj+ak) = 
1 or ča nE 
= Ere (bsinti —bcostj+ak). 
jE 


Normalna ravnina ima jednadžbu: 


-ašintX+acostY+bZ-b't=0, 
binormalna: 
COstX +siatY-—-a=0, 
a oskulaciona; 
bsintX —bcostY +aZ—abt=0. 


Uočimo da je radijvektor projekcije neke točke zavojnice na ravninu XOY, 
tj. vektor = (acost, asiht, 0) suprotne orijentacije s vektorom 1". Vektor 
Kom a a Z dao 

fi? ima, dakle, Omjentaciju prema osi zavojnice i prema zad, 97. zatvara s njom 
pravi kut (vidi zad. 54, 58, 62, 97, 163, 197). 

100. Zadana je krivulja a:R—> E: 
F= (acost, asint, af(1)), 
gdje je f:R->R dvaput diferencijalna funkcija. 


Odrediti f(1) tako da oskulaciona ravnina krivulje a zatvara konstantan kut 
sa osi Ž. / 


Normalni vektor oskulacione ravnine ima smjer određen vcektorom: 


Sje ž j k 
BIKE —asini -acost afi= 
—acosf -asint af 


=ač(fcost+fsin) F4 at(fsint—fcost) [+ a_E. 


Neka je a kut što ga normalni vektor oskulacione ravnine zatvara s osi Z, 
tada je 


ov+Pa eje 
Riješimo diferencijalnu jednadžbu: 

pjare sara 
pa 


Losa = 
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Dalje je: 106. Napisati jednadžbu tangente na krivulju: . 
l kip a:R>E* 
ići es fi + L + 1; . # 
cos a + i 
i-cosa _ "ža fra ; x=a(t-sint), y=a(1—cos/), z=4usin 
costa i : 
u točki z=0. Naći kut što ga tangenta zatvara s osi OZ. 
iwla=f'+f". (1) ' 
Uzmimo supstituciju: f'=u, f"=u' i ožnačimo tgča=k", dolazimo do 107. U kojim je točkama tangenta na krivulju a: R> E": 
diferencijalne jednadžbe: x=3%>, p=30, z=346 
22 p2 ) : 
u"+u=k (2) paralelna s ravninom: 
u =+yE-we, : 3x +y+z+2=0? 
du la idi: Zeke je KQ-u#0. 108. Napisati jednadžbu tangente na krivulju a:R—> E*: 
Ve ; F=(acht, asht, ct) 
Zikin sa =at, u proizvoljnoj točki. E 
' 109, Pokazati da tangenta krivulje a:R—> £*: 
u=ksin(c,&(), . PooB8 
fl)=kcos(c, 1) +0, i Zi 327) 
FO) =o+igacos(c E). zatvara konstantan kut s vektorom 
Singularno rješenje diferencijalne jednadžbe (2) dobijemo ako je: | d=(1,0,1). Koliki je taj kut? 
k—u=0. ' 110. U kojim točkama je tangenta krivulje a:R>E*: 
Tada je: F=(3—8,38,31+0) 
: u= ak, paralelna s koorđinatnim ravninama ? 
što zadovoljava jednadžbu (2). ' 111. Napisati jednadžbu tangente krivulje a:R-> E*: 
Nadalje je: 5 F=(acost, —asint,be') 
=fl= +e : i ina a X ee : : 
u=f SE i naći geometrijsko mjesto sjecišta tangenata i ravnine XQY. 
odnosno: aa ; 112. Napisati jednadžbu tangente i normalne ravnine zavojnice a:R—> E*: 
t)=Q0E5KL : 
' FG) 3 F== (2605, 2st, 41) 
pa je to singularno rješenje. u točki = 0, 
Specijalno, za C;=0, +k=b, imamo; g 113. Zadana je krivulja a:R-> E: i 
tj=o, = 
Ko ua = (48,8). 
što predstavlja kružnu Krona sa a pok katie Koja krivulja se dobije kao presjek tangenata krivulje a s ravninom XOY? 
1 i 101 £ adžbu tange rulja: pond m * : i Ask koga moda 
U zadacima 101-105. naći je se 114. Napisati jednadžbu tangente i normalne ravnine Vivijanieve krivulje (vidi 
101. x + y? m 10, y? + z? = 25 u točki T= (1, 3, 4). zad. 55). 
102. UŽ+3 +2 =47, 0 +2y=zutočki T=(-2,1, 6). 115. Dokazati da je udaljenost između neke točke F(1) na zavojnici a:R—> £*: 
103. xyl+z2>=12,x+y+b2z—7 =0u točki T=(1, 2,2). ć F=(acost, asint, bt) 
2 2_ = čki =(- S i, , R ug = , nI 
104. 3ač+2y?+y*-z=0,a2—y%+2/—36 Outočki M=(-1 ) i sjecišta tangente u toj točki s ravninom XOY jednako k |:|, gdje je k neka 


105. x=€'c0st, y=e'sint, z=eza1=70. ' konstanta. ' iu 


54 ' 55 


(116. 


117. 


118. 


119. 


120. 


121. 
122. 


123. 


124. 


129, 
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Pokazati da je kut između tangente krivulje a: R-> E: 
m pa i 
P= [cost na sin2<, sine) : 


i radijvektora dirališta konstantan. 
Dana je krivulja a:R>E*: 
P=(x4 da), dx) ), 
gdje su di, d:R—>R. 
Ako postoje ('(xg) | 6'2(xg) pokazati da krivulja ne može imati za x = x 
tangentu okomitu na os OX. 


Za krivulju &: I->.E> zadanu sa = #(5) (s je duljina luka) definira se sferna 
indikatrisa tangenata kao krivulja B:/—> E> koja je dana jednadžbom; 


Nije pa = 760) 


Očito graf od B leži na jediničnoj sferi sa središtem u ishodištu. 
Naći jednadžbu sferne indikatrise tangenata obične zavojnice. 
Napisati jednadžbu tangente i normalne ravnine krivulje koja je zadana kao 
presjek dviju ploha: 
F(x,y, z)=0, D(xy2)=0. 
Napisati jednadžbu tangente i normalne ravnine krivulje: 
x*=2az, y'=2bz 
u proizvoljnoj točki. 
Naći jednadžbu normalne ravnine u proizvoljnoj točki krivulje: 
E +y-zel, x —y-za=l 

Naći jednadžbu normalne ravnine u proizvoljnoj točki krivulje: 

+y=1 vP+z=l 
Dokazati da sve normalne ravnine krivulje a :[0,2mj-> E": 

F=(asin't, asint cost, acost) 
prolaze istom točkom. Koja je to točka? 
Napisati jednadžbu oskulacione ravnine krivulje a:R-—> E*: 
: Fe (e,e",1/2) 
u proizvoljnoj točki krivulje. ' 
Naći one oskulacione ravnine krivulje 4:R-> £*: 
x=b,y=fz=0 


koje prolaze točkom M = (2, - ž> — 6) : 


126. 


128, 


129. 


130. 


131. 


133. 


134, 


135. 


Naći oskulacionu ravninu krivulje a:[0, z]-> E: 
PD x= 0008, y= sint, z= 00821 


u njezinoj proizvoljnoj točki. 


. Napisati jednadžbu oskulacione ravnine krivulje a:R-> E>: 


F=(tc0st,—tsint, at) 
u ishodištu koordinatnog sustava. : 
Napisati jednadžbu oskulacione ravnine krivulje a: R > E: 
F=(acost, bsint, e) 
u točki £= 0. 
Pokazati da pravac koji prolazi proizvoljnom točkom M krivuljea:R—> E": 
L x=,y=l,z=f 


paralelno s ravninom z = 0 do sjecišta s osi OZ, leži u oskulacionoj ravnini 
pridruženoj točki M. 


Napisati jednadžbu oskulacione ravnine krivulje: 
x+yl+zi=9, xy=3 
u točki M = (2, 1,2). 
Naći oskulacionu ravninu krivulje: 
Xky+kzč=6, x+y+z=0 


utoči M=(1,1, —2). 


. Naći oskulacionu ravninu krivulje: 


y+422+2ax-—2a?=0, 
4x +3y+22-—5a=0. 
lake a 4. 3 
u točki M =|(—, —a, > 
(z rai a). 
Naći oskulacionu ravninu krivulje: 
y=P(2), z=ap(x) +b, 
(gdje je g: R-—>R bar dva puta diferencijabilna funkcija) u proizvoljnoj točki 
krivulje. i 
Naći oskulacionu ravninu krivulje: 
x*=2a2, y?=2bz 
u proizvoljnoj točki krivulje. 
Dokazati da graf krivulje a:R-—> E*: 


x=ecost, y=esint,z=2f 
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leži na plohi: 
x+y'-e=0. 
i da se njezina oskulaciona ravnina poklapa s tangentnom ravninom plohe. 

136. Ako oskulacione ravnine krivulje prolaze fiksnom točkom, dokazati da je 
krivulja ravninska (vidi zad. 162). 

137. Dokazati da svaka oskulaciona ravnina kružne zavojnice siječe kružni valjak 
na kome se nalazi po elipsi konstantnih poluosi. U zadacima: 138— 142. naći 
glavnu normalu i binormalu krivulja «: R—> E*. 

138. x=4 ye, z=e u točki t=0. 

139. x=4, y=0 z2=5u točki t=1 

i Ž 


140. =4)7 3 


i 
z=5, u točki (=1, 
141. x=y?, a*=zutočki M=(1,1,1). 
142. xy=z2, x koče z=lutočki M=(1,1,1). 
U zadacima 143-145. naći jedinične vektore tangente, glavne normale i 
binormale u proizvoljnoj točki krivulja a: 


143. x=c081, y=sinšf, z=c0s21; te [0, m]. 


144. x=a(t-sint), y=a(l-c0st), z=4acos — S: 4em 


145. a8 = 34%), 2az=4. 
14ćq Naći jedinične vektore trobrida pratioca krivulje 4: R—> E 
F= (e'cost, e'sint, e) 
i pokazati da oni zatvaraju konstantne kutove.s osi 0Z. * 
147. Dokazati da se vektori trobrida pratioca krivulje: 
š=(40,0) 
u točki O = (0, 0, 0) podudaraju s jediničnim vektorima koordinatnih osi. 
148. Naći vektore trobrida pratioca krivulje: 
#= (cost+ sivi; sint(1- cost): > e0sr) 


točki Z 
u točki £ = m. 
2 


149. Napisati jednadžbe ravnina e čini trobrid pratilac krivulje: 
K+Hy+z=6, -yčtza 
uitočki M = (1, 1,2). 


* Ako u daljnjem tekstu ne bude istaknuta točka u kojoj računamo izvjestan počalak, smatrat ćemo 
da se radi o proizvoljnoj točki. 
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150. 


151. 


152. 


154. 


Naći trobrid pratilac prostorne parabole: 
F=(31,38,28). 


Dokazati da je geometrijsko mjesto točaka glavnih normala koje su udaljene 
za dužinu / od točaka obične zavojnice a:R-—> E*; 


X=4C0st,y=asint,z=bt 
Opet obična zavojnica. 
Od svake točke krivulje: 


v=a(t-sn0, y=a(1-cosf), z=4asin z 


na njenoj glavnoj normali nanesen je SEMENI dužine oli+snč2 
Se 


Naći jednadžbu krivulje koju opisuje krajnja točka tog segmenta. 


. Naći točke na krivulji a: R->E&?: i 


e 2 2 
PT r=intl, z= —6, 


u kojima je binormala paralelna s ravninom x > y +82 +2 =0. 

Na binormale krivulje a: R-> £*. 

x =c0s Beost, y=cos B sin £, z=rsinf, gdje je B parametar, naneseni su u 
pozitivnom smjeru odsječci konstantne duljine jednake jedinici. 

Napisati jednadžbu oskulacione ravnine nove krivulje, 


. Naći vektore trobriđa pratioca krivulje a:R> E": 


x=tsint, y=t(c0st, z=fe' 


u ishodištu koordinatnog sustava. 


. Naći trobrid pratilac Vivijanieve krivulje a zad. 55): 


: 3 
kk ylatz=al x+yim=ax, 


te jednadžbe tangente, binormale i glavne normale. 


5 
ra 
ka 
ji 
k 
4 
£ 


ha 
š 
ded 
S 


' $ 5. Fleksija i torzija. Frenet-Serretove formule. 


Ravninske krivulje. Krivulje u ravnini 


5.1. Fleksija ili prva zakrivljenost 


Neka je a :Z-> E> krivulja zadana sa 


F=F7(s), 
gdje je s duljina iska. Reainu funkciju x: /-> R definiranu formulom 
dg 
E a (1) 
zovemo fleksijom ili prvom zakrivljenosti krivulje a. 
Očito je: 
g= 1.0 2) 
saga rr 


Geometrijski je ffeksija mjera za zakret tangentnog vektora. Točnije, fieksija u 
točki a(5o) jest granična vrijednost omjera zakreta tangentnog vektora duž nekog 
luka a(se) a(sy + As) i duljine tog luka: 
A 
: (8) 


st) = jo it 
a(s) a(s+As) 


gdje je A & kut između vektora iso) i (sa HAS). 


Recipročnu vrijednost> = p(so) zovemo polumjerom zakrivljenosti krivulje 
* (So 
a u točki a (59). 
a) Ako je krivulja zadana parametarski s: 
x=x(), y=y6), z=z6) 
onda je fleksija dana s; ; 
j uG)=Važ+yt+z". (4) 
b) Ako Krivulja a:/-> E? nije parametrizirana duljinom luka i ako je r="(0) 
njezina vektorska jednadžba, onda je fleksija dana formulom: 
lFxrl 


x(t) = IZE 


(5) 


Ta se formula može pisati u obliku: 


u(1) = aaa ; (6) 
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Ako je krivulja zadana parametarski s 


' x=x(0), y=y(0, z=z(0) 
onda vrijedi: 


EAT ITA ET 
x(0) = je PPR +ylE 20) e Hy + 22)? 


GLI : (7) 


5.2. Torzija ili druga zakrivljenost 


Za krivulju a:/-> £? parametriziranu duljinom luka reainu funkciju t:Z-> T 
definiranu formulom: 


ris) = -mo)-ŠE o : m 


gdje je #"(s) polje glavnih normala od a, a 5"(s) polje binonnala, zovemo 
torzijom ili drugom zakrivljenosti krivulje a. 


Iz definicije torzije proizlazi: 


ta (9) 


tj. geometrijski torzija mjeri zakret oskulacione ravnine krivulje kad se diralište 
giba duž krivulje. Točnije: 
Aa 


om 


= > (10) 
a(s) a(So+ As) 
gdje je Aa kut između vektora 8% (50) i B%(go+ A5). 
a) Ako je krivulja dana svojom vektorskom jednadžbom ;'= 7(s) onda vrijedi: 


u (2 Ku #"") 

TE e ki 
Ako je krivulja zadana parametarski s 

x=x(5), y=y(s), z=2(5) 

onda vrijedi: i 


lx y z' | 
x" y" zi 
x" po zi 
m= ("2 + y" FE 2") : (12) 


b) Ako krivulja nije parametrizirana duljinom luka i ima vektorsku jednadžbu 
F=r(1), onda vrijedi: 


E (13) 
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ili koordinatno; 


X » 
š j 2.2 
xy ž 


KATESETO CENE NCTSNETJE mo 
5.3, Ravninska krivulja 

Krivulja a :/—> E? je ravninska, ako Y samo ako je: 

r(s)=0 

za sve s€ 1. 

Krivulja je pravac ili dio pravca ako i samo ako je: 

u(s)=0 zasvesel. 
Krivulja je kružnica ili dio kružnice, ako i samo ako je: 
x(s)=const.#0 i zGs)=0 zasvesel. 


5.4. Frenet-Serretove formule 


Za derivacije polja trobrida pratioca vrijede ove Frenet-Serretove formule: 


= “x 4rb? (15) 


5,5. Darboux-Poissonov vektor 


Formule (15) mogu jednostavnije pisati uvođenjem Darboux-Poissonovog 


vektorskog polja 
derP+xb" (16) 
duža. “ ; 
Frenet-Serretove formule glase; 
ro . 
SE adut 
ds 
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O RR NA 
sred is A (17) 
db" Pa 

=aXx 
ma dxb 


5.6. Krivulje u ravnini 


Neka je E* ravnina. Diferencijabilno preslikavanje a:7-> E? gdje je Z 
otvoreni interval realnih brojeva zovemo krivuljom u ravnini. Sve što je rečeno o 
prostornim krivuljama u 53. 84. i 5. vrijedi i za krivulje u ravnini. 


Ako je a parametrizirana duljinom luka i dana jednadžbom /= (s) onda duž 
a definiramo dva vektorska polja s: 
d2F 
* dio. ds? : 
IL sa zo = i 
(s) hod (s) rare (18) 
ds? i 


3 


Ta polja zovemo poljem tangenata i poljem normala. 


Za krivulju u ravnini definira se funkcija zakrivljenosti %: /—> R formulom: 


x(s) = (€ 22) 
ds? ds2 /? (19) 
"u df oF : : ina 
gdje je (> 5) tzv. dvojka koja se definira s: 
x' (S (s 
(e #1). OBA m 
ED s a a s 
6) Gi 7 
gdje su x, y:/-> R koordinatne funkcije od = F(5). 
Za derivacije polja £%(5) i 7 (s) vrijede Frenetove formule 
KPR 
dy? o 
(21) 
da" ro 
ds Eko 


Ako krivulja u ravnini nije parametrizirana duljinom luka i ako je dana vektorska 
jednadžba r= /(1), onda vrijedi: 


«(9 = doo | (22) 
i. 63 


odnosno koordinatno: 


Krivulja u ravnini je pravac ako je x=0, a kružnica ili dio kružnice ako je 
x == const. #0. 


: y zovemo polumjer zakrivljenosti krivulje a u točki a (to). 
KALIJ +3 
Točku F(f) + Z VBA (ih) zovemo središtem oskulacione kružnice krivulje a u 
O 
; do m ME a : i 
točki a(k), a kružnicu sa središtem u toj točki i polumjerom e (3 zovemo 
, ALI 
oskulacionom kružnicom. : 
Zadaci 
157. Provjerite da se Frenet-Serretove formule u matričnom obliku mogu napisati 
ovako: 
i 0 x 0 s 
zh = _« Q0 < f 
db" 0 -+ 0 bo 


158. Naći polumjer zakrivljenosti krivulje: 


t 
x=a(t-snt), y=a(i-cost), z =4asin T> ieR 


Zakrivljenost ćemo računati po formuli: 


xi Bran > : 
Mae S s , jer krivulja nije parametrizirana duljinom luka, 
ZENE 
imamo: 
a u r 1 
i j k 
oma : : 
rxf=a 1- cost sin 2005 5 a 
ini t sin : 
sin cos EsdhrE 
2 


2 sint sin < - 2cosf cos 3 Fa [ 2aintcos či 
=4a2|| sir —- ji = 
. 2 2 2 


64. 


mat 
+ (1--c051) sin £) i +(cost(i-cost) - sint) | = 
=[(-2si9Z 0055 -200914+2 jat s do 
2 a 2 2snižeos ji + 


me: t gt - 
+ (4sin 3 60 5+ 25ia" 2) J+(cost—1) čl = 


zad nkca 3! = aa HA , LAMA RS a 

zi 2 cos si +1 4sin 7 00 +27) i-2sin? sk) a? 
Zatim: 
DRVa t ot t 

x ?12 = gd (4 2 mad U od 
iFxri =a [4005 Dem 2 905" 7 + 168in“'7 cos 5 + 4sin* — + 

+ sint a) 4[1-slut 4165 £ (1 - gi?! 
I sin“ 2 + i6sin 5 1-sin'5 i 


Bra: pad 
+ sn +452] = dat(14sinč 2). 


Izračunajmo nazivnik: 
IP =a? (1-cost)* + sin? t + dcos? SIE 2 (1 c05() + 4 cos? 5) = 
X 2 
= očlasit 21) 2422 
; 3 H 4cos 3 =4a*, 
Tada je |F] =24, [FP=84". 


Za polumjer zakrivljenosti dobivamo: 
1 4a 


159. Naći torziju krivulje: 


x=c05t, y=sinr, ==, teR. 
Računat ćemo po formuli: T = : LAMA 
ixrio 
jer krivulja nije parametrizirana duljinom luka. 
Jednadžbu krivulje možemo pisati u vektorskom obliku: 
' P= (0c0st, sint, shr). 
Računajmo brojnik: 
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— sint cos f chf 
(FAP)= — cost — sint sht = 


sint — cost chf 


= sinžtcht+ sinrcostsh f + cosžteh r + sinžtch 6+ 
i 


+costcht—sintcostshi=2chi=e'+e"'. 


Da bismo izračunali nazivnik, izračunajmo najprije: 


i i k 
FxF= | —sint cost = ocht PA NI 


— cost sint shr 
+ (sint sht—costichi) [+ £. 
Dalje je: : 
lx FI = (cost sht+ sint chr)' + (sintshr+costcht*+1= 
= sh%f+ch*t+1=2eh. 


Tada je torzija: 


160. Naći zakrivljenost i torziju krivulje; 


u točki x=2a. 
Zakrivljenost i torziju izračunat ćemo po formulama: 


jer krivulja nije parametrizirana duljinom luka. 
Krivulja ima vektorsku jednadžbu: 


JE 
Pedra s bee teR, 


t 


a zadana točka je T (2a, 2a, Za). 
Računajmo: 
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a Hi k 
zm mam me m mar 
o saa" 
1 t 
0 koa Ed 
| 4 a? 
|ixF = +2) 
das>* 
iz (+205) 
bi da* 
t ba 
| "o ža? 
hoka b t = i 
Gan Bk a? uri 
1 
0 0 — 
až 
Tada je: 
Pa B+2a? ( 2a? ) 2 40 
k 2a? H+2a i (2+ 2až)i? 
aa PM dat 40 
> (+20) (Ztžaji 7" 
U točki T je: 


Bg e 
161. Neka se odredi funkcija f:R-> R tako da krivulja 
F=acosti+asntj+f() k, teR 


bude ravninska, : 
Nuždan i dovoljan uvjet da krivulja bude ravninska jest da je torzija jednaka 


nuli: 
T=0, tj. 
H 
naja ki a z 
(F.F) = 0, odnosno: |Z y Ž | = 0 
Imamo: 
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167. Ako je zakrivljenost krivulje u svakoj točki jednaka nuli, dokazati da je 


ž y £ —asini acost ff ' p krivulja pravac. 
FAr)= iko OŽa= jo act —asint f" | =0. 168. Ako je torzija krivulje u svakoj točki jednaka nuli, dokazati da je ta krivulja 
š y z asint —_acost f“ ravninska. 
Ovo nam daje diferencijalnu jednadžbu: | U zadacima od 169. do 176. nači zakrivljenost i torziju. 


169 x=acht, y=asht, z=at, teR 


2Ft pru š ? t_ 
a'f'+a'f"=0, odnosno: +f"=0, 
j ! ik 170. x=3t—f, y=38, z=3(4+8, teR 


si jtd : 171, x=cost, yesin't, :z=cos2t, (e [0,1], 
' f() = +Gc0st+ sint. | a. Da 
162. Dokazati da je krivulja: 3 “a 
x=af+bittc, 173. = (reće, bl; ža), teR 


y=aot+bt+ec, 


174. F= (cost, sint, chtj,teR u točki r=0. 
z=at+bt+c, : 


175, p=xx=z. 
ravninska i naći jednadžbu ravnine u kojoj ona leži. 

Kako je £ «0, y =0, Z=0, tojei r=0, paje T=0, tj. torzija je jednaka 
nuli, Krivulja je, dakle, ravninska. U tom slučaju ravnina u kojoj krivulja 
leži jest oskulaciona, i njena jednadžba glasi, u bilo kojoj točki, npr.u (=0: | “ #f=(34,38,20),1€R, 
' proporcionalne (faktor proporcionalnosti & = const.). 


176. 2 =3d2y, 2xz =a". 
177. Pokazati da su zakrivljenost i torzija krivulje: 


X— € YO Z—C 


b, kb a =0 178. Naći polumjer zakrivljenosti krivulje: 
BI ž a, x*=2az, y'=2bz 
utočkix=a,y>0. 
: : ; ; 179. Naći polumjer zakrivljenosti i torziju krivulje: 
odnosno: : x f+d=1,y-2xk+z=0 
jeg sk zdn : u točki M =(1, 1, 1), (vidi zad. 98). 
4 a đa = 0 180. Naći zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti krivulje: 
b, b, b, 2+y+2-4=0,x+y-z=0 


utočkix=0,y>0,z>0. 


163. Pokazati da su zakrivljenost i torzija zavojnice: : ' 
181. Naći za koje vrijednosti od a i b je zakrivljenost krivulje: 


x=acost, ymasint, z=bt, teR 


konstantne x=acht, y=asht, z=bt 
164. Naći zakrivljenost i torziju zavojnice na stošcu: u svakoj točki jednaka torziji. 
a i 182. Naći točke na krivulji: 


'0x=f00st, yetsnt, zsat, feR 
x=c08t, y=simi z=c0s2f, te[0,x] 


u ishodištu koordinatnog sustava. . 
165. Nači zakrivljenost i torziju krivulje: 


' u kojima zakrivijenost poprima minimalnu vrijednost (lokalnu). 

x=€, pae“, z= ty, teR. . 183. U kojim točkama polumjer zakrivljenosti krivulje: 

166. Naći zakrivljenost i torziju krivulje: : x=a(t-sint), y=a(l-cost), z=4ac0s s teR 
x=2t, y=lnt, z=t teR 


u točki (2, 0, 1). dostiže minimum (lokalni)? 
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184. Pokazati da se normalna, rektifikaciona i oskulaciona ravnina krivulje 
F=(31,30,25), teR 
u točki maksimalne zakrivljenosti podudaraju s koordinatnim ravninama 
(vidi zad. 177). ' 
185. Naći zakrivljenost i torziju krivulje a:R > £*: 
F=(1[f(0Osinrdt, ff(tcostdr, If) p(dt), 
gdje su f. (p:R—>R bar dvaput diferencijabilne. 
186. Naći funkciju f: R > R takvu da krivulja a:R-> £*: 
= ([fl0sintdt, [f(Ocostdr, [f(ntgtdt) 
E ima konstantnu zakrivljenost (f je diferencijabilna). 
187. Naći funkciju f: R > R takvu da krivulja a:R—> £*: 
F=(2.4f0) 
bude ravninska (f je bar tri puta diferencijabilna). 


U zadacima od 188. do 191. pokazati da je krivulja ravninska i naći ravninu u kojoj 
ona leži. Ž 


188. x=1+31+2F, 
y=2-21+5B, 
z=1-#f# teR. 
189. f=(u+4u+6, 24 +2u4+3, 5u*+2u+7), ueR. 
190. 597 izo = qgrpteR 
191, z=ad"+ bu +. 


yz=at"+tb+c, 
z=arebi+o, teR. 

(ni p su prirodni brojevi.) 
192. Zadana je krivulja: 
x2=3y, 2xy=92. 

1" Naći polumjer zakrivljenosti te duljinu luka od točke (0, 0, 0) do točke 

M = (xy, 2). 

2* Pokazati da tangente zatvaraju konstantan kut s danim smjerom. 

193. Zadana je krivulja: ' 


: a 
x=acost, y=asint, z=-=(šint+costf), teR. 
2 


U točki M (1) naći oskulacionu ravninu, glavnu normalu, polumjer zakrivlje- 
nosti i torziju. 


194, Naći jednadžbu oskulacione ravnine, glavne normale, polumjer zakrivljenosti 
i torziju krivulje: : 
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u jednoj njezinoj točki. 
195. 1% Ako neka ravnina siječe graf krivulje: 
F= (ata), teR, 
u točkama za kojejet=4&,1=61it=f, onda je njena jednadžba: 
Golih +bb+bh) al +b+6)y raz -amathi = 0. 


2 2* Koristeći 1? napisati jednadžbu oskulacione ravnine dane krivulje. 


Mješoviti zadaci ' 
196. Pomoću Frenet-Serretovih formula pokazati da za cikloidu vrijedi sljedeće: 


1* Tangenta na cikloiđu u točki M paralelna je sa simetralom središnjeg kuta 
o kružnice koja prolazi točkom M (vidi sl. 17). ' 

2* Polumjer zakrivljenosti cikloide u točki M jednak je dvostrukoj tetivi 
pripadne kružnice od točke M pa do dirališta s pravcem kotrljanja. 

Cikloida je krivulja koju opisuje točka kružnice kad se ova kotrlja bez 

klizanja po čvrstom pravcu. 


Si. 17. 


Smjestimo li koordinatni sustav kao na sl. 17. možemo vektorsku jednadžbu 
cikloide pisati: k 


m > > že» o 
F=0A+AČ +CM. 
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Označimo li sa s duljinu luka cikloide, sa s, duljinu luka kružnice, sa R 


polumjer | kružnice, tada je: ( Od = MA =5, 
OA =04 [=$1, AĆ =ACjf=Rj, pa je jednadžba cikloide: 


F=si+Rf+R. 


Nađimo jedinični vektor tangente na cikloiđu u točki M. Ako je jednadžba 
cikloide oblika Z = 7(5), tađa je: 


2. dA Bam B 
Ovdje drugi član otpada jer je pda 0. Treći član je: 


dR dA ds 


= T(Fje ort tangenie na 


, odnosno zbog 


ds odaoods ds, 
kružnicu), je: 
Pe deia PL = (+79) SE o) 
Apsolutna vrijednost ovog izraza je: 
[=[f+7 2. (2) 


Da bismo našli modul |7+ F9] nacrtajmo u točki N paralelogram (sl. 18) sa 
stranicama [= [T%|=1, pa je taj Jem romb. Kut AN M, je 


180" — o, pa je kut A, M, N jednak se 


Tada je £+ T%= NK, a modul HF+Ti=NK. 
Nađalje je NK =2[7%| sin 5 =2sn2. 
Odavde je: 

1+ Ii =2sin-5-, 


pa jednadžba (2) postaje: 


odnosno: 


SI. 18. 


(3) 


P PB , : Trg . "2 m . 
Vektor / + 7" ima smjer vektora NC , tj. ima smjer simetrale kuta w. 
Kako je £" kolinearan s £+ ZF", tj 


d% rap 
oka (+7) A 


wW 
2 sin— 
sino 


nm (F +79 


to znači da je tangenta na cikloidu u točki M paralelna sa simetralom kuta o. 
Nađimo polumjer žakrivljenosti cikloide. Po prvoj Frenetovoj formuli je: 


dr 
ranio 
S 
Derivirajmo zato (1) pos, tj. 
So dl 
P=(F+19—i 
U ) ds * 
dr di df" \ ds, si gb 0%) 
ds E ds ad sk rs 
FE NE ANE. 
dodas ds Ve 
Prema tome je 
dr o df* /ds\? =a Pa 
pe di Lo [dn Fa Po) Ss 
“7 as 7 ds Er MBR Ki (&) 


Kako je tangenta paralelna sa simetralom kuta w, a vektor tangente 
kolinearan si+ 7", to je normala okomita na ao kuta 0, pa je vektor 
[+ FT" okomit na vektor #7. Zato pomnožimo (4) s #% 


df o dfo dsi rai dis 
da a S ae i 3) 3 0) 1 
(4 ) jE A da H di + (+1) .H rea 
=1 Bi 
Odavde je: 0 
dr" a ds, ) 
=|—>.f : 5 
“ ds ž ) o ds (5) 
Po prvoj Frenetovoj formuli za kružnicu jest: 
po 3 : . 
PJE 4,8", jer je R"'ort normale na kružnicu, a kako je zakrivljenost 
a 1 df 1 
žni = jet ——— = — R9, pa je (5): 
kružnice x: RO to je Pg R , pa je (5) 
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Izračunajmo R"- i": 


R9. = cos (0-2) = gin ri pa je zbog (3): 


i I 
«=> "2 = : (6) 
4sin'——=  4Rsin sE 
Izračunajmo duljinu tetive AM: 
AM *.. KI) 
saa Rsin ge 


AM =2Rsin 5. 


Tada je polumjer zakrivljenosti: 
da 4Rsin > = 2AM. 
x 2 


Dakle, polumjer zakrivljenosti cikloide u točki M jednak je dvostrukoj tetivi 
pripadne kružnice od točke M pa do dirališta s pravcem kotrljanja. 


Drugi način: 
Jednadžba cikloide sa slike 17. glasi u vektorskom abliku, pomoću parametra 
a kojeg ćemo sada označiti s r(&—>(): 
f=R(t- saf) i+R(1-cost)j, 
gdje smo sa R označili polumjer kružnice. | 
Kako je 
= R(l-cost) i—Rsintj, 


to je jednadžba tangente u točki M: 
x Rt+Rsint | y- R+Rcost 
i—cost sint : 


Koeficijent smjera tangente jest: 


. 1 
H 2 sin < cos = 
sin £ 2 2 f 
= : =ctg- 
1- cost s 2 
2sin* = 


gdje je & komplement kuta Sa Za- 


ključujemo, dakle, da je tangenta na ci- 
kloidu u točki M paralelna sa simetralom 
kuta £ (sl. 19). 


Normala u točki M na cikloidu je okomita na ovu simetralu kuta £. 
izračunajmo zakrivljenost po formuli: ' 


Biva av »i— 4. Pu t Z z 
Kako je FX F= -2R*sin' 5 k, |čxrl =2R'sin? S |/P=8R*sim >, 


to je: 
t 
2R?sin* s 
sin 3 1 ' 
nan PR ENA 


naa aan 
8 R'sin* 5 4Rsn s 


Polumjer zakrivljenosti je prema tome: 
1 e uf 
Z Rsin 3 


izračunajmo duljinu tetive AM kruga. Iz trokuta AMC imamo: 


2 = Rsin 5 
Usporedivši to s ZA imamo na kraju: 
x 
1 pen 
— =2 AM. 
« 


Polumjer zakrivljenosti cikloide u točki M jednak je dvostrukoj tetivi 
pripadne kružnice od točke M pa do dirališta A s pravcem kotrljanja, tj. osi 
OX. : 
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Odavđe slijedi konstrukcija središta S kružnice zakrivljenosti cikioide u točki 


M. 


U točki M konstruirajmo normalu na cikloidu koja je okomita na simetralu 


kuta 1. Točku S dobijemo tako da nanesemo dužinu MS = = = 2 AM 
X 


na normalu od točke M. 


U ovom zadatku primjećujemo da je dokazivanje tvrdnje 1" i 2* iz teksta 
zadatka za:cikloidu nešto dulje pomoću Frenet-Serretovih formula nego 


pomoću definicije; što inače nije uvijek stučaj. 


Pomoću Frenet-Serretovih formula pokazati da za običnu zavojnicu (sl. 20) 


vrijedi sljedeće: (vidi zad. 54, 58, 62, 97, 99, 118, 151, 163). 


i* Zavojnica siječe izvodnice valika pod konstantnim kutom. 
2% Zakrivljenost i torzija su za zavojnicu konstantni. 


3% Glavna normala zavojnice paralelna je i protivnog smjera od smjera R“ 
vektora projekcije točke zavojnice na ravninu baze pripadnog valjka. 


4" Geometrijsko mjesto probodišta tangenata s ravninom baze pripadnog 


valjka čine evolventu kružnice baze valjka. 
Jednadžba zavojnice glasi: 


F=acosti +asintj+brk. 


š= -asinef+acostf+bk, 
: il E a+b* 
Ii? = a2+b, 
Kako je ds = |F] de, to je: 
ds = dr? =(g2+b)dr?, 
pijes ., 
5 di? zube Ze 
"o ds? g2+bt 
Izračunajmo jedinični vektor tangente spirale u točki M. 


Po Frenet-Serretovoj formuli jest: 


9 1 x rd ad fp 
U = ez [-asinti+acostj+bk| 


Va*+b? 
Nađimo kut pod kojira tangenta spirale siječe izvodnice valjka: 


b 


0.k=cosy= 


Si. 20. 


Spirala siječe izvodnice valjka pod konstantnim kutom. 


Nađimo zakrivljenost spirale. 
Kako je po Frenet-Serretovoj formuli; 


da 
doo 
dis 
to nađimo derivaciju ds 


S dg? 
df i d?/ 
Kako je ——- = === konstant to je —sr=0, i j 
ako je Zar e onstantno, to je di pa imamo 
€ EV zi (-acosti—asint/) 
ds \dsfl a+b? i 
Dakle: 
2 aCost -  asint_ - 
uke — 


mravaksreriai 


Apsolutna vrijednost ovog izraza je zbog |z"| = 1: 


Da bismo našli vektor /i* uvrstimo x u prethodnu jednadžbu: 


a oi acost - asm 
Abit s abi Ipe! 
odakle je: : 
= —eosti —sintj. 


Kako je modul radijvektora projekcije točke M na ravninu XOY jednak: 


R"=costi+sintj, 


to imamo zaključak: 


Glavna normala spirale u točki M paralelna je vektoru R" vektora položaja 
projekcije promatrane točke na ravninu XOY i ima protivan smjer od 


vektora R*. 
Izračunajmo torziju, 


Jer je: 
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: 
| 
k 
t 


— asinf acost b 
(BFF) =| —acost —asint 0|=dčb, 
asint —acost 6 


Fxr=a(d+b), 


to je torzija: 


' . a že ;) sre, 
PTO JAXA čEbi 


Vidimo da je torzija, kao i zakrivljenost, konstantna. 

Potražimo geometrijsko mjesto probodišta tangenata s ravninom XOY. Jer 
tangenta u svakoj točki zatvara konstantan kut's osi OZ, to tangenta ima u 
svakoj točki konstantan nagib spram ravnine XOY. Nađimo duljinu luka 


AM', i duljinu dužine TM, gdje je T; probadalište tangente s ravninom 
XOY. 
Jednadžba tangente je: 


x—acost  y-asnt _z-bfr : 


— asint +acosf 6 
Da bismo našli koordinate točke T,, probodišta tangente s ravninom KOY, 
moramo odabrati takav parametar A za koji je z=bA+br=0, odavde je 
A== — 1. Tada su koordinate točke 7): 
T. ( x=acost+tasint 
"( peasint>tacost. 


Kako su koordinate točke M': 
o[ x=acost 
M | Re 198. 
y=asint, : , 
to je duljina dužine TiM' jednaka, tj.: 
TM '?=(acost+ tasint— a cost)? + (asint> tacost— asin()' = fa?, 

Odnosno: : 

TM =at 
Kako je AM =gi. 
to je u svakoj točki spirale: 

TM e AM. 
Geometrijsko mjesto probodišta tangenata s ravninom XOY čine evolventu 
kružnice baze valjka na kojem leži spirala, ' : 
Ako valjak razrežemo po izvodnici koja prolazi točkom A (sl. 21) i razvijemo 
u ravninu, tada će se sve tangente poklopiti i pasti u pravac AM, jer zatvaraju 
konstantan kut 90% — y s ravninom XOY, koji se pri razvijanju nije promije- 
nio. ' 
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SI. 21. 


Promotrimo udaljenost M i M, dviju bliskih točaka spirale, koje ne leže na 

istoj izvodnici valjka, Pri razvijanju se ta udaljenost nije promijenila, jer se 

te točke nalaze na valjku, ali i na razvijenom valjku, tj. u ravnini. U ravnini 

je najkraći put između dviju točaka M i M, upravo po pravcu, tj. segmentu 

MM,. Kako se pri razvijanju udaljenost M i M, nije promijenila, to će i na 

valjku spojnica M i M, biti najkraći put između točaka M i M). 

U teoriji ploha pokazuje se da je najkraća spojnica dviju bliskih točaka na 

plohi po geodetskoj liniji te plohe (točnije: ta spojnica je dio luka geodetske 

linije koja prolazi tim točkama). Iz svega navedenog izlazi. da su spirale na 

uspravnom kružnom valjku geodetske linije toga valjka. 

Nožišnom krivuljom neke krivulje u odnosu na točku 0 zovemo geometrijsko 

mjesto nožišta N okomica spuštenih iz točke 0 na tangentu zadane krivulje. 

Pomoću Frenet-Serretovih formula naći: 

i* Glavnu normalu nožišne krivulje, te pomoću nje naći konstrukciju 
normale na nožišnu krivulju ravninske krivulje. 

2% Jedinični vektor tangente nožišne krivulje ravninske krivulje. 

3* Duljinu luka nožišne krivulje ravninske krivulje. 


Zadana je dakle krivulja (4) i točka 0 (sl. 22). 
Neka je jednadžba krivulje (k) u odnosu na pol 0: 

F=7(5), () 
gdje je s duljina luka krivulje (K). 


Tada je jednadžba nožišne krivulje prema slici: 
RG)=F+A PB, (2) 


P jedinični vektor tangente na krivulju (Kk) u točki M. 


gdje je 
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ata 


Da bi B(s) bio radijvektor točke N nožišne krivulje treba skalar A odrediti 
tako da bude: ; 


R(s) 1 #. 


Zbog toga pomnožimo jednadžbu (2) skalarno s P: 


(PB)+24=0. (3) 


odnosno: 
i= (FP), 
pa je jednadžba nožišne krivulje: 
Ris)=F7-(FP)PD. (4) 
Si. 22. 


Neka je (k) ravninska krivulja, pogledajmo kako će izgledati konstrukcija 
normale na njenu nožišnu krivulju. 
Neka su £%, 7", 6" ortovi tangente, normale i binormale u točki M krivulje 
(k). Neka su f%, N% B" ortovi tangente, normale i binormale u točki N 
nožišne krivulje krivulje (K) koja pripada točki M. Budući da je krivulja (k) 
ravninska, to je 

' B"=pB'(B=+1), 
tj. binormale b i B okomite su na ravninu u kojoj krivulja (k) leži. 
Nađimo jedinični vektor normale nožišne krivulje: 


No B0x Fo p- (0x T9) 


Kako je . 
Po o m —e, to je 
IZioIRI 
MU = 8 (0x kB). (5) 
[Ki : 


Ako deriviramo jednadžbu nožišne krivulje (4) po parametru s dobijemo: 
K= P—(PD)P-GPVP- DA, 
Re — [PDA (FB)ČI. 
Po Frenet-Serretovoj formuli je P= xa", 
gdje je x zakrivljenost krivulje (Kk) u točki M, pa dobijemo: 
R= —x[(F-A)P+ (F- DA] (6) 
Kada (6) uvrstimo u (5) dobijemo: ' 
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Bi 


“jednadžbe (4) 


No = - EE) (9x P)+ (F2) (B9x #0), 
si š 


N= e LP) E (PA) A]. 
IRI 
Prvi član u zagradi je.iz jednadžbe (4) nožišne krivulje: 
(FP) =F-R, 


a kako je vektor A kolinearan s Ai", tj. 


u 


to je: 


Ne = Bi |[-8- Cr 
Hi K 
Kad jednadžbu nožišne krivulje pomnožimo skalarno s R dobijemo: 
B=(F-R) (KL), 
pa je: 


može [2-8]. (7) 


Odavde proizlazi konstrukcija normale na nožišnu krivulju (sl. 23). Naime, 
> ? F ze 
vektor normale N" je prema (7) kolinearan s vektorom TO 8Pa prema 


tome spojnica polovišta radijvektora točke M s pridruženom točkom N 
nožišne krivulje leži na normaši na nožišnu krivulju u točki N. 


Nadalje je (6) zbog m = e Hi (€ = 


Ra -a[2Pmomk], 


a ovo je dalje zbog ZR = R?iz 


zi 
4 Tada je: Radijvektor točke F neka je: 
sI > : ef 
i : F=f(5), 
i "= E-= - a lab+c PI ; 0 (5) 
cdi IR| R, a točke! 
Izračunajmo duljinu luka nožišne krivulja ravninske krivulje. 2 Tif=hrAF=F(s+As) 
Neka luku M,M, krivulje (k) odgovara na nožišnoj krivulji luk N,N,, tada je: Da bismo našli položaj krivu- 
' nd lje prema ravnini, koja pro- 


s 


KN. A. Bi i lazi točkom T, moramo naći 
NAM = | [RL ds. udaljenost cf točke Ti, od rav- 


nine. 


Budući da su 1" 


OR a no adds e 

is okomiti vektori, to iz (6%) imamo: : 
Bilo koja ravnina točkom T ima jednadžbu: 
g PT RE ; (FA) M =0, 


gdje je N" jedinični vektor okomice spuštene iz ishodišta na ravninu. 


ik lx) VRTU.PY, Udaljenost točke T, od pune . uke 
d= (ff) Ne AF-N9. 
poje ' Neka je vektorska funkcija F(s) takva da se može razviti u Taylorov red u 
— f mnm | okolišu točke T: i 
NN, = ] Led (Fo Vids. (8) g! za * (s) +€ 
pe C Fs+As) = 7(s) 4 0, As+- (9) Ag+- Cr As, 
# H 2! 3! 
Kada jednadžbu nožišne krivulje (4) kvadriramo dobijemo: gdje || —> 0 kada s—>0. 
3 X Odavde je: 
Ri = Pa (PeP 2(. P97, ' Qg) Pegga g 
p h m pa š s) tE 
: odnosno: : Af=F(s+As)> FG) = f GJAs+ ELA o ai As". 
ž (&0YP=P-KR. (>R) Pomnožimo ovaj izraz skalarno s N* imamo; 2 
Kad se ovo uvrsti u (8) imamo: ' ' d=AF.NU = (sg) NAS +570 MAS? + 
> f . AVE E 
NN, = ] el Fl ds. (9) teri (s) N+ ENJA s? 
: Zbog Frenetovih formula: 
199. Neka su Ti Ti dvije bliske lode krivulje = 7(s), Ako je luk ove krivulje : FG)h=f, FG), 
TT, = As beskonačno mala veličina, dokazati da su udaljenosti točke T, od 5 : š ' 
pon: : : . sie tražena udaljenost glasi: 
normalne, rektilikacione i oskulacione ravnine u točki 7 u odnosu na As 
beskonačno male veličine redom: prvog, drugog odnosno trećeg reda. d=f".NPAs pa ut KA 2+ LL [7"(5)- N'+£N") Asš 
prek naj: : : i i : 
Time ćemo zapravo promotriti položaj krivulje prema ravninama trobriđa Zi 3! 
pratioca u okolišu točke T, . Diskusija: 
1. Ako je 29. N9"#£0, tj. ako tangenta na krivulju u točki 7 nije okomita na 
Točka T određena je duljinom luka s, mjerenom od neke točke krivulje kao : A", dakle, ravnina ne prolazi tom tangentom, tada predznak od d ovisi o As, tj, o 
od ishodišta (sl. 24). Bliskoj točki T) pripada luk s + As. “> predznaku veličine A5 (jer članovi A s* i A s* ne utječu na predznak od a, ako je 
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As malen). Dakle, d mijenja predznak kad i As, tj. prolazeći krivuljom u 


pozitivnom smjeru krivulje siječe ravninu u točki 7. 


P, pa je 


Ovo.je upravo za normalnu ravninu čiji je vektor normale No 
DPE0 
Dakle: udaljenost točke T, od normalne ravnine, koja tu krivulju siječe u točki T, 
bit će beskonačno mala veličina prvog reda, kao i duljina luka 77; = As. 

2. Ako ravnina prolazi tangentom u točki 7, tada je PN =0,a 1". N+#0, 
tada predznak udaljenosti d ovisi o članu A s*, koji ne mijenja predznak kadi As. 
Uz uvjet da je fi": N" #0, tj. da glavna normala krivulje ne leži u ravnini određenoj 
okomicom M", leži krivulja u okolišu točke T za dovoljno malo A s sva samo s 
jedne strane svake ravnine koja prolazi tangentom u točki T, 

Ovo je slučaj za rektifikacionu ravninu čiji je vektor normale N" = 7", pa je 
R.A = 0, tj. rektifikaciona ravnina prolazi tangentom, ali je #"-A%:#60, tj. 
rektifikaciona ravnina ne sadrži glavnu normalu. 

Dakle: udaljenost točke T, od rektifikacione ravnine jest beskonačno mala veličina 
drugog reda u odnosu na duljinu luka TT,; krivulja se nalazi sva s jedne strane 
rektifikacione ravnine u okolišu točke T. 

3. Ako je 8:N'=0,alii -N%=0, tj. leži li tangenta točke T u ravnini, ali 
i glavna normala, zavisi predznak od d o članu A 3, ako je A s* #0. Udaljenost d 
mijenja dakle predznak kad i As, tj. u okolišu točke 7 krivulja prelazi s jedne 
strane ravnine na drugu, i najmanje se udaljuje od ravnine u okolišu točke T. Ovo 
je slučaj za oskulacionu ravninu čiji je vektor normale NP = 5%, pa je i 9%-b"=0, 
ali i A9 +89 =0, tj. oskulaciona ravnina prolazi i tangentom i glavnom normalom. 
Dakle: udaljenost točke T od oskulacione ravnine jest beskonačno mala veličina 
trećeg teda u odnosu na duljinu luka TI; krivulja siječe oskulacionu ravninu u 
točki T, ali se najmanje udaljuje u neposrednom okolišu točke T od oskulacione 
ravnine. Ako je i član.s As* jednak nuli (a to je u osobitim točkama krivulje), leži 
krivulja u okolišu točke T sva s jedne strane oskulacione ravnine. 


200. Naći jednadžbu nožišne krivulje kružnice u odnosu na jednu točku kružnice, 
te naći opseg te nožišne krivulje. 
201. Naći nožišnu krivulju krivulje a: 
x=x(0), y=y(0), z=z(1), teR, 
u odnosu na ishodište koordinatnog sustava. 
202. Naći nožišnu krivulju zavojnice: 
x=acost, y=zasinr, z=bt, 
u odnosu na ishodište koordinatnog sustava. 
Pokazati da ona leži na jednoplošnom hiperboloidu: 
y? op 


+ “== 
a qa 
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HI. POGLAVLJE 


PLOHE 


Š 6. Definicija plohe i jednadžba plohe 
6.1. Definicija 


E Plohom zovemo podskup S C E? koji se može zadati na jedan od ova dva 
načina: ; 


a) S=((&yzjeE*: F(&y,z)=c), (1) 
gdje je F:E*—>R diferencijabilna funkcija takva da je dF#£0. 
b) S=(( yzleB*:z=f(x,y)), (2) 


gdje jef: D—> R diferencijabilna funkcija, D otvoren i povezan skup u ravnini. 
Pretpostavimo da podskup S C E* dopušta prikaz u obliku: 


x=x(u, v), o y=y(uv),  z=z(uv), (3) 
tj. neka vrijedi: : 
S=((y zleE! x=x(uv), y=y(u 0), z=2(uv)), (4) 


gdje SU x,y,z :D->R diferencijabilna obostrano jednoznačna Gli 1-1) presti- 
kavanja, D otvoren i povezan skup u E", takva da za funkciju: 


Fu v)=x(u v) F+y(uv)j+zu vk (5) 
vrijedi: 
RXE,E0. (6) 
Tada je S ploha u smislu navedene definicije. 


Uvjet (6), tj. A XA #0 znači da je rang matrice: 


Ar 82 
gu Ju 
Da “ 


Q 
< 
am 
« 


jednak dva. 
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6.2. Jednadžba plohe. Karta plohe S. Parametrizacija od S 
Jednadžbu: > 


Fay z)sec (8) 
zovemo implicitnom jednadžbom plohe, jednadžbu: 
z=f(4 )) (9) 
eksplicitnom jednadžbom plohe, jednadžbe: 
x=x(u v), y=y(u, 0), z=z(u, v) (10) 


zovemo parametarskim jednadžbama plohe, a jednadžbu: 
Fu v)=x(uv)i+y(u o) j+zlu vk (11) 
zovemo vektorskom jednadžbom plohe. 

Svaka ploha ne mora dopuštati prikaz u.obliku (3). Naprimjer, sfera ne 
dopušta takav prikaz (vidi zad. 204). Međutim oko svake točke plohe postoji 
okolina koja dopušta takav prikaz (sl. 25). U tom slučaju jednadžbe (3) zovu se 
kartom te okoline. Ako ploha u cijelosti dopušta kartu (3) onda takvu plohu 
zovemo jednostavnom plohom. “ 


Naglasimo još jednom da je jednostavnu plohu moguće prekriti jednom 
jedinom kartom (3). 

Ako je S plaha za koju postoje funkcije (3), gdje su x,y,z: D>R 
diferencijabitne funkcije (ne zahtijeva se obostrana jednoznačnost), D je otvoren 
(ili zatvoren) i povezan skup u E?, koje zadovoljavaju uvjet (7), onda za 
jednadžbe (3) kažemo da predstavljaju parametrizaciju plohe S. 


x 


B6 


Singularna točka parametrizucije je ona točka u kojoj nije ispunjen uvjet (6), 
ti. ona točka parametrizacije za koju vrijedi: 
,XAE0, bu (12) 


Singularne točke parametrizacije obično se isključuju iz razmatranja. 


6.3. Krivolinijske ili Gaussove koordinate na plohi 


Neka je ploha zadana jednadžbama (3) ili (5). Damo li parametru v 
konstantnu vrijednost v= C, a parametar # mijenjamo, onda je preslikavanje 
u-—> F(u, C) neka krivulja na plobi. Ta krivulja se zove u-krivulja (parametarska 
u-crta) i njena je jednadžba: ; 

x=x(u Ch =y C),_z=z(u €), 
ili : 

Fl C)=x(uC)T+yQuC)F+z(u, C)K. "(13) 
Analogno, damo li parametru u konstantnu vrijednost u= C, preslikavanje 
v—> F(C, v) je v-krivulja (parametarska y-crta) na plohi. 
Njena je jednadžba: 
x=x(C,v),  y=y(0v), z=z(Cv), 
ili A pz 

FC oj=x(C o) r+y(CGv)j+z:(G vk. (14) 
Na taj način dobijemo na plohi S dvije familije Krivulja (vidi sl, 26). 
Svakom točkom plohe prolazi po jedna krivulja iz svake od tih familija, U tom se 


slučaju brojevi u = u, v = vj zovu krivolinijske ili nutarnje ili Gaussove koordinate 
točke P. : 


ds 
+-hH-I-I-+- deo. 
DER PR E 1 Mi | i 
ć ck a i ni ask 
HE tv ele 
m 

| VM 
panem A Re i 

maa 

ii 


St. 26. 
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6.4. Krivulje na plohi 


Neka je mA funkcija a:7—>S, gdje je I otvoren interval, a S ploha. 
Funkciju a zvat ćemo krivuljam na plohi S, ako je a diferencijabilna funkcija. Ako 
je još ploha 5 dana svojom vektorskom jednadžbom: 

F(u v)=(x(u v), y(uv), z(uv)), (u vjeD, 
DC E? je otvoreri skup, onda krivulja a na plohi dopušta prikaz: 
PO=F"(u0 +0) fel (15) 
gdje suu=u(f), v = v(t) diferencijabilne funkcije u, v:I>R. 

Jednadžba (15) se zove vektorska jednadžba krivulje u na plohi S. To je 
krivulja u smislu definicije krivulje u $ 3. 

Parametarske u- i v-crte specijalan su slučaj krivulja na plohi. 


Zadaci 
203. Zadana je sfera svojom implicitnom jednadžbom: 
x-G/+y-eP+(z-o)=", 
gdje je C= (q,, €,, 6) središte sfere, a r polumjer. i 
Dokažite da je sfera ploha. : Hi 
Najprije, funkcija: 

F=(x—-c/+-o+(z-o/=r 
je diferencijabilna. Treba još pokazati da je d F0. 
Imamo: : 

dF=2(x-c)dx+2(-0)dy +2(2 — 6) dz. 
Ovo može biti nula samo za x ='€,, y = €», Z = cz istovremeno, 


To bi značilo da je točka C = (€,, €», 6) na sferi, što nije ispunjeno. Uvijek 
je, dakle, dF 0, pa je sfera ploha. 


U zadacima. od 204. do 210. zadan je skup S svojom jednadžbom oblika 
F(xy z)ecliz=f(4 y). 

1* Ispitati da li je S ploha. 

2* Naći za S neku kartu, odnosno parametrizaciju. 

3* Naći geometrijsko značenje parametara. 


204. S je sfera ačtkyž+z=r. 
1% U zad. 203. pokazali smo da je to plone: 
2* Pioha 5 dopušta kartu: 
Fu vV)eui+ vi+ Vezu? £, (16) 
koordinatne funkcije te karte su diferencijabilna, obostrano jednoznačna 
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preslikavanja, D je otvoren skup; tj. D =((u, v):u+w<r2), Treba 
pokazati da je XA #0. 


i i 3 E | i i K | 
ovu» S 
RXA=11I 0 -——— = 110 “ 
Bu e ja diva : 
iu jm ik 
So 


dakle je #,x 8, #0. 
To je karta oko svake točke na gornjoj polusferi. 
Analogno bi se pokazalo da svaka točka donje polusfere dopušta kartu: 


Fu. v)euni+vj [> Vo-u-ok, (17) 


pa zatim za desnu i lijevu polusferu, te prednju i stražnju polusferu. 


3" Parametarske u-krivulje jesu kružnice paralelne s koordinatnom XOZ 
ravninom, a v-krivulje jesu kružnice paraleine s koordinatnom YOZ 
ravninom. 


Ad 2* Odaberimo parametrizaciju (0,x] x [-- s,x)> E" zadanu sa: 


X = FSIN COS 


y = rsinusinv (18) 
Z=r0054, 
što se piše još i ovako: 
F(u v)= (rsinucosv, rsinusinv,rcosu). (19) 


To je preslikavanje g zatvorenog skupa D na S, tj. o: D—> S (vidi sl. 27). 


4 


v 
T KD 
D 
Ž 
i Ja u 2 
E. rov njePiita: 
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bi 
lk 
bo 


(18) nije parametrizacija čitavog skupa 5, jer se sa sfere mora izuzeti sjeverni 
pol A = (0, 0, ») i južni pol B = (0, 0, —») (radi uvjeta (6)). Trebamo, dakle, 
promatrati skup: 

S \, (sjeverni, južni pol). (20) 
Skup (20), međutim, dopušta pne (18), drugim riječima (18) je 
parametrizacija za skup (20). 

Osim toga (18) nije karta (jer (18) nije 1-1 preslikavanje, D nije otvoren 

skup), a kamoli da bi (18) bila karta koja bi prekrila cijelu sferu. Sfera, dakle, nije 


jednostavna ploha. 


Ad 3% Koordinatne u-krivulje (v=const.) su meridijani, a v— krivulje (u= 
const.) paralele. Geometrijski, dva parametra x i v znače Gaussove 
koordinate i to geografsku širinu (u) i geografsku dužinu (v). 


Parametrizacija (18) se dosta koristi u kartografiji. 
Pokažimo još da je za sve točke skupa (20) #, x 7, #0. 


= £ 21 


i j ok 
RXPE rCOSuCOS V rcosusin v —rsinu = 
— rsinusin» rsinu cos“ O 


= risinčucosv + r'sinŽusinv j + rsinucosu k. 


Par (u, v) = (0, 0) preslikava se u sjeverni pol A = (0; 0, r), a par (u, v) = (zn, 0) 
u južni pol B=(0,0, —r). Kako su te točke ionako isključene iz skupa (20), to: 


nećemo uzimati u obzir u=0, u=m, niti v==0. Dakle je A X F, uvijek # 0 jer je 
za ue€ (0, n) uvijek sinu £0, a cosv isin v ne mogu iščezavati za isti v. 


Pravokutnik |0, z| x[-xm, m] preslikava se na gornju polusferu, a pravo- 


kutnik If »| x [-, 2] na donju polusferu (vidi si, 27). 


Budući da je u sjevernom i južnom polu A, Xf, = O (uvjet (12)), to su sjeverni 
i južni pol singularne točke parametrizacije (18) pa bi se te točke i zbog toga 
isključile iz razmatranja. Geometrijski se singularnost očituje time, što se u 
sjevernom i južnom polu sastaju svi meridijani. Svim točkama skupa (20) inače 
prolaze samo po jedna paralela i po jedan meridijan (vidi zadatke 266, 272, 323). 


205. S je rotacioni elipsoid (vidi sl. 28): 
pi H zi 
nk pr mi. 


Razmatranja su analogna onima sa sferom:iz zad. 204, 


Jednadžbe: 
x = asinucosv 
y=asinusinv 
Zs 000Su 
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predstavljaju parametrizaciju skupa: 
S (sjeverni, južni pol). iz 
Pritom je D=[0,m]x[-gm, s]. 


Sl. 28. Si. 29. 
206. S je rotacioni paraboloid (vidi sl. 29): 


y 
a poto pj da 


S je ploha, jer je z diferencijabilna funkcija, 


Promotrimo preslikavanje r: D—> E* dano sa: 


ru) = (u v, Ze (u? + 9), gdje je D= E". 


Ovo preslikavanje je karta koja je preslikava- 
nje na, pa je rotacioni paraboloid jednostavna 
ploha: 


Jednadžbama: 
X“ aucosv 
y =ausinv 
z=u, 


gdje je D = R x [0,2m], je dana parametrizacija | 
D—> 5 plohe S. 


207. Ploha S je jednoplošni totacioni hiperbo- 
loid (vidi sl. 30): 


ra; £ 1 
i Do 


x 


SL 30. 


g1 


S je ploha, jer je F diferencijabilna funkcija i jer jed F0. 
Jednadžbama: > 
x =achucosv 
y=achusinv 
z=gshu i 
je dana parametrizacija 
D>S, D=Rx[0,2:m], plohe S. S nije jednostavna ploha. 


208. S je dvoplošni rotacioni hiperboloid (vidi sl. 31): 


x Boo 

_r++r- = 
' a <“ 

S je ploha, jer je F diferencijabilno i dF#0. 


Ploha S dopušta parametrizaciju D —> S danu sa: 


x=ashucosv 


y=ashusin 
gdjeje D=Rx[0,21m]. 


zmcchu, E 
g me 
S nije. jednostavna ploha. 


U zadacima 206, 207. i 208. koordinatne 
u i vslinije jesu meridijani i paralele na 
piohi, a geometrijski par brojeva (u, v) 
znače Gaussove koordinate. 
209. S je kružni valjak (vidi sl. 32): 
Po gleyi=R2 
S dopušta parametrizaciju D-+S danu 
sa: i 


x=rcosv 
y=rsinv 
z=u, 


pritom je D=Rx[0,2=1]. 
S nije jednostavna ploha. 


210. S je kružni stožac (vidi sl. 33): 
Zuaeg 
2 a 


Skup: 


Rd ka 
- (6 » eg č+ = 2) 


i 
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nije ploha jer je dF=0 u točki 
V = (0, 0, 0). : 

Skup: 

S\ (Vrh stošca, tj. V=(0, 0, 0)) jest 


ploha, jer je dF#*( u svim točkama toga 
skupa. 


Skup S\ (VP) dopušia parametrizaciju 
D—>S\ [V) danu sa: 


' X 
X =aucosv na 


y=ausinv 
zšcu, 


gdje je D=Rx[0,2m]. 
Pokažite da je #, x #0 na skupu SUV). 


U točki V = (0, 0, 0), tj. u=0 bilo bi A x, =0, dakle bi V= (0, 0, 0) bila 


singularna točka parametarske mreže, no singularne točke isključujemo i iz 
razmatranja. 


X U zadacima 209. i 210. koordinatne u i » linije znače meridijane, koji su 
izvodnice valjka odnosno stošca, i paralele. Par (u, ») znači Gaussove 
koordinate, 


211. Zadana je ploha parametarskim jednadžbama 
x =ac0*ucosg'y 
y =acosusimv 
=asinu, 
Mel = azi4 vel-—:z < 
ue|-Ž.Ž|  vel-ma) 


Naći implicitnu jednadžbu te plohe, i 


Kako je: 
kani 
X 
—— = cosucosv 
a 
pr 
Ie- = cosusinv 
Pir 
i = sinu, 
a 
to je: 
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3x 2 My 2 3 : : 
(2) + (2) + 2) = cos? cos? v + cos'usin?v +sinču=1, 
đ a a , 


Implicitna jednadžba zadane plohe prema tome glasi: 


VE+ Vi + Ve = Ve. 


212. Dokazati da ploha dana parametarskim: jednadžbama: 


213. 
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uw+w i 
ža Kaja 
ž uŽ+w+1 
2u 
4 u*+y+1 
2v 
= uveR 
Z u+vč+ 1" 


predstavlja elipsoid. 


Imamo: 
x u+vl+l+2užv— žut -2vi 
og GREET 
y? 4u-— 
ra rzvrsva 
zž m 4? 
TO črv+1)E) 
pa je: 
i 22 ut+vl+l+žužč+žuč +2 (už+ +1) pa 
rod ok : (u2+v+1) = (u2+v+1) : 


što predstavlja elipsoid. 


Zadano je preslikavanje E? > E? sa: 
x=2u+v 
y=4u+4uv+vi 
zmeše", 


Ispitati da li je skup: : 
S=((x,y zjeE*:x=2u+v, y=duč+du +v!, zmečće) 
ploha. 
Najprije, to je preslikavanje diferencijabilno; još mora biti ispunjen uvjet 
7x PE lili što je isto rang matrice (7) mora biti dva. Ispitajmo rang matrice: 
2 4(Q2u+v)  Zeže": 
1 2(2u+») ee". 


214, 


215. 


Ova matrica nema rang dva, nego joj je rang jedan, za svako u i v. To znači 
da su vektori: 
f= (2, 4(2u+v), Zečte) 
F= (1, 2(2u+v), ee") 
kolinearni. 
Prema tome S nije ploha. 


Za plohu zadanu eksplicitnom jednadžbom (9) naći vektorsku jednadžbu, 
Zadana je ploha: ' 
Zz =/f(x, y). i 

Stavimo li za parametra: x=x, y=y, z=/f(x, y) tađa vektorska jednadžba 
glasi: 

Fo y)exč+yj+f(09)k, x yeR. 
ili: ; 
Stavimo li za parametre x=u, y=v, z=f(u, v) tada vektorska jednadžba 
glasi: ' 

F(u v)e=ul+vj+f(u vk, uveR. 


U ravnini XOZ zadana je krivulja a:/-> E? 

1* z= f(x), xef 

22 x=g(u), y=0, z=h(u), uel. 

a) Napisati parametarske jednadžbe plohe koja nastaje rotacijom krivulje a 
oko osi OZ. : $ 


bb) Napisati vektorsku jednadžbu tako nastale rotacione plohe. 


€) Što su koordinatne krivulje u = C, v = C? Koje je geometrijsko značenje 
parametara ui v? mr 
1% Eksplicitna jednadžba rotacione plohe glasi (vidi sl. 34): 


z=f(+y), 


a parametarske jednadžbe: 
Xx =ucosv 


y=usinv 
z=f(u), uel ve[0,2xm], 


ili općenitije: 
x=g(u)cosv 
y=gl(u)sinv 
z=f(g(u))=h(u), uel, 
ve[0,2x:], 
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gdje jeg:/—>R bilo koja diferenci- 
jabilna funkcija. 
2* Jednadžba rotacione plohe glasi: 


Vat+ y? =g(u), z=h(u), 


a njena parametarska jednadžba: 


8 
| 


x = g(u)cosv 
y=g(u)siav 
z=h(u), uel vel0,2z7]. 
Vektorska se jednadžba rotacione 
plohe može još napisati u obliku: 
F(u,vy)=g(0) čv) +h Kk, 
gdje je č(v) normirana vektorska 
funkcija 
č(v)=cosvi+ sinvji. 


Koordinatne krivulje jesu: 


za u = const. y krivulje se zovu paralele, 
zav=const. "u krivulje se zovu meridijani. 


Parametri u i v geometrijski znače Gaussove koordinate. 


Ploha nije jednostavna, 


216. Naći parametarske jednadžbe ravnine i njezinu vektorsku jednadžbu. Što 


predstavlja koordinatna mreža krivulja te ravnine ? 
Točkom (X, Yo, Zo) postavimo pravac (vidi sl. 35): 


X—Xa_ Prvo Zoža 


if mu ERA 


Istom točkom postavimo drugi pravac 
(nekolinearan s prvim): 


doti. ge ZO (g 
b m Na 


Parametarske jednadžbe tih pravaca gla- 
se, označimo li kod prvog pravca parame-: 


tar sa u, a kod drugoga sa v: 


SL, 35. 
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x=x+lu, odnosno xex+hv 
y=Yt+mu, P= Vom 
Z=Z2+tnu, ueR Z=Zatnv veR 
Tada će 
x=xtlu+bv 
YžVt+mu+mo, (1) 
= Zaknmu+hnv, u,veR 
biti parametarske jednadžbe ravnine. Za v = 0 dobivamo početni prvi pravac 
(u), a za u =0 drugi (v). Za razne vrijednosti od u i v dobivamo pravce koji 
su paralelni s polaznim pravcima. Ovi pravci predstavljaju prema tome 
koordinatne krivuije — pravce u ravnini i čine mrežu pravaca u ravnini. 


Polazni pravci (1) i:(v) predstavljaju koordinatne osi kosokutnog koordinat- 
nog sustava te ravnine. 


Ravnina je jednostavna ploha, 
Vektorska jednadžba ravnine glasi: 

; f=fht+rču+bv, 
gdje je % radijvektor početne točke ili ishodišta O' kosokutnog koordinatnog 
sustava, a vektori 4(4, mm) i bih, mo m) jesu koordinatni vektori 
koordinatnog sustava te ravnine (kolinearni sa zadana dva pravca). 


Specijalni slučaj: 

a) Promotrimo parametrizaciju ravnine definiranu jednadžbama (vidi sl. 36): 
e 0 x=u 

| =, 


| z=0,  uveR 


Ovdje su koordinatne osi zadane svojim 


| jediničnim — vektorima  £#(1,0,0) i 
= C V(O, 1, 0) i prolaze ishodištem 0 koordi- 
je L Ja natnog sustava XOY. 
| 
lu 
A db = 
i 


Si. 36. . 


b) Uzmemo li u ravnini XOY polarne koordinate tada njene parametarske 
jednadžbe možemo pisati ovako (vidi sl. 37): 


x=pcos p 
y=eosinp | 
z=0. 
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ly 
/ | 
Daša I zA 
se | 17 Koa 
Pag Es A ZN WET 
Pa / \/ m o 
ME NE (5 
/ Zov 
Be i ai. Oj E, 
\ / 
> (x Ze o 
Peconst. 


To je parametrizacija skupa XOY \ ( ishodište ). 
Naći parametarske jednadžbe ravnine : 
3x+4y+6z—20 =. 
Treba ravninu predočiti u obliku (1) iz zad. 216, 
Prvi način: 
Uzmimo po volji funkcije x, y: £?—> R ovako:: 
Km “2+3u—v 
y=l-2u+3v, 


što uvršteno u jednadžbu zadane ravnine daje: 


zegezu-žm z:E?>R. 
Jednadžbe: 
x= -2+3u—v: 
y=1-2u+3v 
TA 1 3 
i ave 


predstavljaju tada parametarske jednadžbe tražene ravnine. Vidimo zaista 


3 


da točka O' = ( -2,1, 5) leži u zadanoj ravnini. Ta točka je ishodište 
traženog kosokutnog sustava u ravnini s osima: 


218. 


BP KA 
žt7. gefr *"a 
3 gm 1 (u) 
Za 
zav=0 i 
Ga 
+2 _y-1.4 3 
—1i 3 x ki (v) 
2 
zau=0 


Drugi način: 

Opet uzmemo po volji 
x= —2+3u-v 
y=1-2u+3v. 


Najprije, točka A = (—2, 1,20) leži u ravnini, što daje z = < Nadalje, | 


koordinatni vektori jesu 4(3, — 2, m)ib(— 1,3, m). Kako je vektor normale 
na zadanu ravninu N (3, 4, 6), to iz uvjeta 


N.Z=0, 
N.b=0 
izlazi %, -- im= -3> dakle je 
AOL 3 
Koe 


Naći parametarske jednadžbe ravnine 3x + 4y-2z-3=0ito tako, da su 
koordinatne krivulje dvije familije međusobno okomitih pravaca (vidi sl. 38). 
Točku te ravnine odaberimo po volji kao ishodište O'=(1,2,4) tog 
koordinatnog sustava (x = 1, y==2 odaberemo po volji, što daje iz jednadžbe , 


ravnine z= 4). 


= 
Prvu koordinatnu os u odaberimo / 
tako da leži u ravnini, tj. da prolazi nd ' 

točkom O' i da bude M+ =0, gdje aka / 
je 4(6,--2, m) odabrano po volji, . be ' j 
a N(3,4,-—2) vektor normale rav- : / 


nine. —— O 
Navedeni uvjet daje n;=5, pa je ; 
(6, — 2, 5) L ; 


koordinatni vektor, a 
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=2 22 — (0) 


6 iZ 5 


jest koordinatna os u traženog koordinatnog sustava. 


Potražimo i drugu koordinatnu os, 
Ona mora također ležati u zadanoj ravnini, tj. prolaziti točkoni O' i biti još 
k tome okomita na prvu os &. Moraju biti dakle zadovoljeni uvjeti: 
N.6=0 
; 4.5 =0, 
gdje je Y(A, mm, 12). Dobijemo sustav jednadžbi: 
3L+4m 21 = 0 
6b>2m+Sm =0, 


Bi 


odnosna podijelivši npr. s m»! 
i 


PP LAJE 
Hz Nm 
6 b pa 2 e 5 
1451 F2 
Rješenja su: 
' * b= : m na 
uzo og aa 


Jednadžba pravca » glasi: 


odnosno: 


x—=d +2. z-4. . 
ža vw). 
—16 217 30 
Prema tome tražene parametarske jednadžbe glase: 
x=14+64-16v 
= y=2-2u+ 27v 
NE z=4+5u4+30v, u, vER. 
(Vidi zad, 244.) 
219. Napisati parametarske jednadžbe pseudosfere koja nastaje rotacijom traktri- 
se! ' 


oko svoje asimptote, tj. osi 
OY (vidi sl. 39). 
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Traktrisa je evolventa lanča- 
nice čija je jednadžba (u 
Ovoni slučaju) 


x =ach- 


Y 
[4 


Jednadžba traktrise još se 
Može napisati u obliku: 


+ Vai 
yzan de : + Va 
x A 


ili 


zi Pa ra 
y= a Arch 2 + Va! pa ra 
ab 


Sl. 39. 


Jednadžba pseudosfere tada glasi: 


(uzevši gornje predznake). 
Stavimo li: 


X=acosvsinu 


: z=asinvsinu 
dobivamo: 


vea inuća COS 
koi £|> 


u2z0, ve[0,2xm], 


pa paramelarske jednadžbe 
pseudosfere glase: 
x = QLos sinu: 


tt i 
y= —elhnig 5 - acosu 


Z=asinvsinu.: 


22. Napisati parametarske i eks- 
plicitnu jednadžbu helikoida. 
Helikoid_ je zavojna ploha 
koja nastaje rotacijom bilo 
kojeg pravca (profil) oko SL. 40 
neke osi, koju taj pravac si- Bu 
ječe pod pravim kutem (vidi 
sl, 40). a: 


Pritom se pravac istovremeno jednoliko kreće u smjeru te osi. Brzine obiju 
kretanja su proporcionalne (vidi zad. 151). 


Ova je ploha ujedno i geometrijsko mjesto svih glavnih normala zavojnice . 


na valjku. 
Parametarske jednadžbe helikoida glase: 
X = aucosv 
y=ausinv 
z=bv, u vEeR, 


Eliminiravši parametre u i v dobijemo jednadžbu helikoida: 
' Zz 
y=xtg Bb“ 

221. Napisati parametarske jednadžbe katenoida koji se dobije rotacijom lanča- 

nice 

x=ach 2 , 
a 
oko osi OZ (vidi sl. 41). 
a) Jednadžba katenoida glasi: 


Very = ach 2. 


Stavimo li z= u dobijemo para- 
metarske jednadžbe katenoiđa: 


u 
x=ach — cosv 
a 


u 
=ach >si 
y ac = m# 
z=u, ueR, ve[0,2mi SI.41. 


b) 2. način 
Jednadžbu lančanice možemo napisati i u parametarskom obliku ovako: 


. Vene pi bi 
U jednadžbi z = aarch do 
Uvedimo parametar ovako: 
2 2 2 2 
; < ut+a Vućtačt+u 
x = Vu*+a', pa je PN e i e nk 
a 


Parametarske jednadžbe lančanice tada glase: 


: V Tim : 
u + Ve ra 
x=Yu+a,  y=0, z=aln S , ueR. 


Parametarske jednadžbe katenoida glase prema zad. 215. 2*: 
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x = Vu'+ačcosv 
= Vu +ačsinv 


z=aln DO ueR, velo, Žal. 


222, Napisati parametarske jednadžbe torusa koji nastaje rotacijom kruga rađiusa 
r oko pravca koji leži u ravnini toga kruga na udaljenosti R(R>r) od 


njegova središta, 
. Neka torus nastaje rotacijom kruga ' 
G-R/+z2er, (R>r) 
oko osi 02. ; 
Tada je implicitna jednadžba torusa (vidi sl. 42): > . : 
(Vy'+x2-R)+ Zari 
Parametarske jednadžbe do- 
bit ćemo stavimo li: 
X==ucosv 
y=usinv 
što daje 
(u-R/+z=r 


ili 

ža V-u-R). 
Parametarske jednadžbe to- 
rusa prema tome plase:.,, 


X =ucosv 
y=usinyv 


z=Vr'-(Qu-RX, ueR,  ve[0,2x], 


a vektorska: 


F= (ucosv, usinv, Vč-(u-R)'),  (R>9). 
Još jedan oblik parametarskih odnosno vektorske jednadžbe torusa dobit 
ćemo stavimo li u prethodne parametarske jednadžbe, tj. u jednadžbu: 


=Vri-(u—R) 


(u—RY=rcosu', 


da je: 


pa je tada 
u=R+trcosu', 
gdje je + novi parametar. ' 
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224, 
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Tada imamo parametarske jednadžbe torusa s novim parametrom u 

x=(R+rcosu')cosv.  - 

y=(R+rcosw')sinv 
(R>*), is 


odnosno vektorsku jednadžbu: 


D 


zm=rsnu' ve[0,2mi, 


F=((R+rcosu')cosv, (R4+rcosu')sinv, rsinu'), (R>r), 
što je u skladu i sa zadatkom 215. 
Zadana je ploha: 
F= (ucosv, u sin v, Vau) ue[-q,a]), ve([0,2g), 


gdje su u i v nezavisni parametri plohe, a »a« konstanta. 

1* Napisati jednadžbu plohe u obliku F(x, y, z)=0 i na osnovu toga 
zaključiti koja je to pioba. 

2% Što su koordinatne u i v krivulje? 

3% Kakvo je geometrijsko značenje parametara u i v? 

1% Eliminacijom parametara u i v iz jednadžbi: 

. (= ucosv 

y = usinv 


z=Va-u* 


i 2 : 
Hv+i=a, 


dobijemo jednadžbu: 

(z>0). 
Pioha je gornja polusfera radiusa a. 

2? u=e, v krivulja predstavlja krugove na sferi (x =ccosv, y = csinv) na 
udaljenosti z = /a*— c* od ravnine KOY. Ti krugovi su paralele. Kako 
je + = tgv, to su koordinatne u krivulje (v = c), veliki polukrugovi po 
kojima ravnine y = x tgc sijeku polusferu. To su meridijani. 

3 u je udaljenost točke (u, v) na polusferi od osi OZ, a v je njena geografska 
dužina. : 

Zadana je ploha S parametrizacijom D-> £': 


x=acosucostv, = y=acostusintv 


: Kooz 
z=asin'u, p=[-Z, Z|xl-mal 
Napisati njenu implicitnu jednadžbu. 
. Pokazati da jednadžbe 
u v 1 
Z EVE? ? už+vi" Za i mER 


226. 


235. 
236. 
231. 
238. 


X=uc0sv.  yausinv,  z=u,  ueR, ve[0,2m], 


predstavljaju parametarske jednadžbe iste plohe, 


Pokazati da se parametarske "jednadžbe: jednoplošnog hiperboloida mogu 
napisati u obliku: ; : : 
uv+1 u—v _ «wi R 
u+v uv? ii M bi 
Kakve su koordinatne krivulje plohe za tu parametrizaciju? 
U zadacima od 227. do 233. napisati parametarske jednadžbe sljedećih ploha 
drugog reda: 
PT x2 yo. 22 
. elipsoida: >; + = + —> = 
ipsoic po BOO 1 
na a2? 
. eliptičkog paraboloida: —y + s = z, 
a b 
' : i : daiE od 22 
. jednoplošnog hiperboloida: —r + x odi L 
, a c 
s ; 2? y? 22 
. dvoplošnog hiperboloida —7 + <=r- re 1, 
a bi c 
ong posu 
. eliptičkog valjka: —r+=>=1, 
ab 
2 2 2 
' X y zi 
. stošca: “ro+ “= < 
rbd =. 
: +2 E: 
. hiperboličkog paraboloida: —= — SE = 22. 
. Zadana je ploha: 
k=u+v, y=u-v, z=u, ue€eR, veR. 


ispitati koja je to ploha i provjeriti leže li na njoj točke A = (4, 2,3) i 
B=(1,4,-2). 


U zadacima od 235. do 237. odrediti koordinatne krivulje na plohi: 


i=u, y=v, z=u;j u veR 
x=ucosv, y=usinv, z=0; uehR, vel0,2n] 
x=cosuchv, — y=sinushv, z=0; ue[0,2nm],  veR. 


Naći singularnu krivulju na pseudosferi: 


x=sinucosv, — y=sinusinv, z=cosu +lntg < 


2 » 
u2=0,  vel[0,27]. 
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240. 


241. 


242. 


243. 


244. 
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(Singularna krivulja na plohi je ona, čije su sve točke singularne točke plohe.) 


. Zadana je ploha: 


B o ; [m oz 
= (cosucosv, cosusinv, sinu, ue|-Z, ZI, vel-m, m] 


1" Napisati jednadžbu plohe u obliku di »z)= Qi zaključiti koja je to 
ploha. 

2 Što su koordinatne krivulje tog predočenja plohe? 

3? Kakvo je geometrijsko značenje parametara u i v? 


Ploha S dana je jednadžbom: ; 
ve[0,2x:m], 

gdje su ui v nezavisni parametri, af(u) dana realna funkcija. 

1 Pomoću koordinatnih krivulja tog predočenja zaključiti koja je to ploha. 
2* Napisati jednadžbu te plohe u obliku z =f(x, y). 


F=(ucosv, usinvy, f(u)),  ueR, 


Zadana je ploha: : 
F=(e"f(u)cos(u+v), e"f(u)sin(u+v), e"g(u)), u veR, 
fu) i g(u) proizvoljne funkcije. 

Pokazati da koordinatne krivulje u == c leže na stošcu 


U zadacima 242. i 243. objasniti koja je ploha zadana sljedećim jednadžbama: 


F=((at+bcosu)cosv, (a+beosu)sinv, bsinu), a>b, 

= uvel0,2n]. 
= (ZVerčo, ZVerdsnvu), ueR,  ve[0,2xm]. 
Naći parametarske jednadžbe ravnine x — 3y +22-9=0, 


Na AX, odnosno: j z 


$ 7. Tangentna ravnina i normala > 


7.1. Definicija ' 

a) Ako u danoj točki M plohe povučemo na plohi sve moguće krivulje, onda 
tangente na te krivulje u točki M leže u jednoj ravnini koja se zove tangentna (ili 
tangencijalna) ravnina na plohu u točki M (vidi sl. 43), (Izuzetak su singularne 
točke plohe.) Tangencijalna ravnina određena je vektorima; 


28 8x > By2 


= 4 Bk BE o 
h==o= i+ jat i KE ai tele z 


ov 3 


Ju Qu Ju Qu 


koji diraju u-krivulje i v-krivulje u točki M. ; 
Vektor tangente krivulje a: Z—> S na plohi dape prikazom = = ča vl) X 
Vrel, .dan je izrazom: : ea 
Fr _ 97 du HI 8Fodv 
9 du dovod 


Pravac koji prolazi točkom M okomito na tangentnu ravninu zove se normala rid - 
plohu u točki M. Vektor paralelan normali i ima jednadžbu: 


3.802) :, (22), 829) 
dk 8(u,v) a O(u,v) iki ETTESI v) E 


Jedinični vektor normale glasi: 


o s XA PETA 
[x AD I XAI 


b) Regularne i singularne točke plo- 
he. Singularne točke koordinatne (para- 
metarske) mreže. Točke plohe,u kojima 
egzistira jedna jednoznačno definirana 
tangencijalna ravnina zovu se regularne 
točke plohe i za njih vrijedi uvjet (6) iz $ 
6, tj. 


LxXAE0 


Sl. 43. 


barem za jednu parametrizaciju. 


Tada vektori #, i /, određuju tangencijalnu ravninu i nišu kolinearni, Zbog toga 
što je uvjet (6) uvijek ispunjen sve točke plohe jesu regularne, Singularne točke 


“plohe su one u kojima nije definirana tangencijalna ravnina i za koje vrijedi: 


AXxP=0, 
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za svaku parametrizaciju u kojoj su #, 1%, definirani, ako takva parametrizacija 
uopće postoji. 


Singularne točke koordinatne ili parametarske mreže. 


Uslov: j A 
i X f sa 0 


može izražavati i singularnost parametarske mreže plohe. Naime, on može biti 
ispunjen u pojedinim točkama plohe a da te točke ipak ne budu singularne tačke 
piohe. Takve točke zovu se tada singularne točke parametarske ili koordinatna 
mreže. 2 

Naprimjer polovi kugle ili rotačionog elipsoida su singularne točke koordi- 
natne mreže, u njima se sastaju svi meridijani. Međutim, navedene plohe imaju i 
u tim točkama potpuno definiranu jednu jedinu tangencijalnu ravninu (vidi zad. 
266. 2“, a zatim zad. 272. 1 323). 


7.2. Jednadžba tangentne ravnine 
Tablica 4. ; 


Zadana ploha - | 
ima jednadžbu  , 


| o Fianyzl)e=e 
i. ; 
z=f(x) 
| oz=a(u 6) kk 9-9 Z>đ | 
y=y(u v) x 8x ) (22) (2) a 
ia Bu fa Ona \9u)s 
z zlu v) (£) (22) (22)1 | 
Bvlu \Bv/a \8v/aj 
ili: 
ME LIAO g PA LOL re Kio Pa 
Em 2) (x + [26 2) (30) lEs 2) (z+2)=0 


Pas ka nj €-m((22) (2) s 
+ (u, v) j+zlu, v) ja u fa 3v ho 


(-K):N=0 
e Pavin * 


7,3. Jednadžba normale 
Tablica 5. 


Zadana ploha —— i Normala 
i Puy zec 
kra '—y zz 
z=f(x,y) žram_ Voje — -— 
Bo fo a 
( ) X > Xa yo 2 — ža 
ami, v hn aa = rapa ki vedi RATNI GR RE. i sac 
y=ylu v) (2) (22 22 (E) | (ži) (2) 
zsmz(u,v) il Bu Ja \ Bu fa Bu fu \ Bu Jul Bu fu \Bu d 
&\(2)| (2)\(2) | (2) (2), 
FIN ARECIEA Die ov o | Hvja \8r ii 
iti 


(ze 9) 7 (ze »)) (že 2) 
(re u) /o MK JUNE3) ih FITEBE 


Flu, v)=x(u »)i+ 
+ (u, v)j+z(u v)k 


U tablicama 4, i 5. Su X9, Va; Zo i Fa koordinate i radijvektor točke M plohe 5, a, 
y, zi 8 koordinate i radijvektor točke u tangencijalnoj ravnini odnosno normali. 


Derivacije se računaju u točki M E od a) 
sie ževtačuj a “2=p>=.q1 
erivacij naju Za 2 3y ži 


Napomena: 
U daljnjem tekstu pojavljivat će se parcijalne derivacije, kao npr.: 


9x By 92 Bx By Bz BFooHF oF Ca 3 
Ju" Bu gu" gv? Bu" 09v? Ou*' Bu" Bu" Hugv" gv"' 


i druge. 
Te ćemo parcijalne derivacije ponekad kraće obilježiti ovako: 


Kay Pao Zva Ko Vo Zo Fo Fu Čuo Fun Fey 1 OTUgE. 


Zadaci 


245. Naći tangencijalnu ravninu i normalu plohe (helikoida): 


246. 
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x=uCOSV, yeusinv, z=a, uveR 
u proizvoljnoj točki M plohe. 
Vektorska jednadžba zadane plohe glasi: 


F=ucosv i +usinvj+av k. 


Tada je: 
SEE. 3 a: 
ZI x Ze m. = cosv sinv 0Oi|= 
Bu av 94 du au | 
Bx dy Dz | : : 
Sv a snu | | — usmov u Cos v a 


=asnvi-acosvji+uk. 


Koristimo li vektorsku jednadžbu tangentne ravnine i normale koja odgovara 
zadanoj plohi (vidi tablice 4. i 5) tada je: 


tangencijalna ravnina: 
asinv(X —ucosv)—acosv(Y — usinv) +u(Z —avy=0, odnosno: 
asinv X -acosv Y+u Z-auv=0, 


normala; 


X -ucosv Y-—usinv Z—av 


asinv — acosv u 


Na plohi xyz=1 naći tangentnu ravninu paralelnu s o ravninom 
2xt+y-3z2+5=0. 


Prvi način (vektorski): 
Želimo li napisati vektorsku jednadžbu plohe, tada ona glasi (vidi zad. 214): 


m. 
F=zxityj+—k. 
2) 


Moramo naći točku na plohi (diralište) u kojoj je tangentna ravnina paralelna 
sa zadanom ravninom, tj. u kojoj su pripadni vektori normala paralelni (N; 
i Ny). 


Kako je; 


N.= 


x 
bj 
m 
Pa 
S 
baki 
đe 


2. BELBOR. Ko Lo 
z : 


tada mora biti: 


ma mE. 
E xy" 


1) paralelan s 


i 2 
N(-$: Pg 


Odavde dobijemo usporedivši koordinate gornjih vektora: 


Jednadžba pripadne tangentne ravnine glasi: 


1 


xiy 


odnosno: 


i oo2 
rodaka 
SRNE. 
PrsiaEh 


Pa, 313. 2 
E Zena (4) 


, 


(K-x) + zr (-y)+(Z-2) m0, 


Ž(X-x) + < (0-y)+w(Z-2) = 0, 
X 


odnosno u točki D: 


Drugi način (skalarni). 


Točku u kojoj postavljamo tangentnu ravninu naći ćemo ovako: 


1 


Nici 
2x+y-3246)4= - 


a) Ako plohu predočimo parametarskim jednadžbama: 


tada vektori: 


nl 


ine 
K=x, Y=y, Ž = i 

8,2) UZA XV) 
(xy) ' oy) Oy) 


N,(2, 1, 


moraju biti paralelni (kolinearni). 


b) Ako plohu napišemo pomoću implicitne jednadžbe F 


tada vektori: 


i 


2F aF BF 


M 


(i 


) = N(yz,x2,xy) 


a) 


(xy2) =ci:xyz=1, 


ui 


KnitH 
dić 


Na(2,1, >3) 


moraju biti paralelni. (kolinearni). 
Iz uvjeta kolinearnosti tih dvaju vektora dobije se jočka (diralište), npr.: 


8(F,2)_ a(Z, K)_ 


= ME rams . Zi 3k, 
o(x,y) 3(4y) 3(4)) 
odnosno: 

i 1 

para i a 0 

3 x>y xy : : 
=2kK, ; =, = -3k 

1 ama: Home, g 0 i 

xy xy 


odakle se dobiju isti uvjeti za točku D kao na prvi način. 


247. Zadana je ploha S parametrizacijom: 
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x=veosu- &(u)cosu + g" (u)sinu 
y=vsinu—o(u)sinu — g (u)cosu 
Va, 

ue[—xm,x], v20. 


Naći projekciju dužine normale od točke plohe do točke u kojoj normala 
siječe ravninu XO F. 
Radimo skalarno, pa računajmo Jakobijane: 


vcosu — gsinu-—pcosu- g"cosu+gsnu 0 


9(),2) _ - 
9(u,v) : 1 
SIN 4 > 
fo 
I - S =(-v+0+0). 


Na sličan način je: 


0(2,x)_ sinu e 


Su“ VE -v+P+09) 


8(6y) 
a(u,v) 


Jednadžba normale tada glasi: 


Zia + +0". 


248. 


249. 


250. 


251. 


252. 


| Tena Nene 


odnosno kraće: 
Koa. Per. 
“cosu sinu Kzn 
Da bismo našli probodište P, normale s ravninom XO Y, moramo jednadžbu 
normale napisati u parametarskom obliku: 
K=x—I00Su 
Y=y+isinw 
i Z=z-V2vi 
i naći takav parametar 1, da bude Z =0. 


Tada je z+ /Žv £=0, odnosno PZv+ V2vt=0,1= — 1, pa su koordinate 
točke P,= (x +cosu, y'— sinu, 0). 

Projekcija točke T na plohi je točka P, = (x, y, 0). kra 

Tada je tražena projekcija dužine normale dužina P,P,, pa je PP, = 
=(k—-x—cosu)+(y-y+sinu)=1, dakle P,P,=1. 


Naći tangentnu ravninu na plohu: 
=u+v, y=u+v', 

u točki M = (3,50): 

Napisati jednadžbu tangentne ravnine na plohu: 


Z=W+v, uveR, 


i Xx=2u—v, ya=ueyv, 
u točki M= (3, 5,7). 


Napisati jednadžbu tangentne ravnine i normale na plohu: 


Z=w-w, uvek, 


mukv, y=u-v, z=uv, uveR, 
utočki M(u=2,v=1). 
Naći tangentnu ravninu i normalu u točki M = (1, 3, 4) plohe: 
x=u, y=w—2v, z=w-3uv, u, veR. 

Zadana je ploha (kružni stožac S\ ( V)): 

F= (ucosv, usinv, au), ueR, vel0,22]. 
a) napisati jednadžbu tangentne ravnine i normale u proizvoljaoj točki (ug, vo); + 
b) napisati jednadžbu tangentne ravnine, normale i tangente na krivulju 


u=2 u točki (u=2, "=2). 
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1 
f 
i 
E 


253, 


254, 


255. 


256. 


257. 


258. 
259. 
260. 
261. 


li4 


Zadana je ploha: : < 282 


F=(u+cosv, u-sinv, ku), uvek, 


. Napisati jednadžbu tangentne ravnine na torus; 
x=(1+5c0su)cosv,: y=(1+5cosu)sinv 


i njena točka Mlu=1, »=7). ' z=5sinu,.. u, ve[0,2s], 
' 3 
pr ž zad RE u točki M (uv) za koju je cosu=—, 
a) napisati jednadžbu normale ravnine i tangente na krivulje u=1, 9 =2 u PMG Đe Ha 5 
čki 5 a 4 
točki M, cosv==, (u>0, "<Z) ' 
u u : : s. Eg. 1, 
b) naći kut između krivulja u=1, v = 3+ 263, Iz točke M na plohi: 
Cc). pokazati da tangenta u točki M na krivulju u = sin y e ujedno i tangenta . x=rcosb, ya=rsno, z=-r +f(re), +, 6eR, 
na Kjiilju ua Pagpistor točku. f:R->R realna funkcija, povući normalu MN do točke N, koja je probodište 
Na plohi: normale s ravninom XO Y. 
/= (ucosv, usinv, 2lnu), u=0, veR, di o cu pravca ON i pravca OP, gdje je P projekcija točke M na 
zadana je krivulja a:/>R:u = e". Napisati jednadžbu: plohe u obliku ć 
F(x, y, 2) ==€, te pokazati da je u svakoj točki krivulje tangentna ravnina | 1 264. Dana je ploha S:F= e v, karetg2), u, veR, i krivulja a:R>S:r= 


plohe ujedno i oskulaciona ravnina zađane krivulje. 


Kako glase jednadžbe tangentnih ravnina plohe: = (acosu, asinu, g(u)),k, a >0, g(u) je realna funkcija. Odrediti g (u) tako 


da krivulja leži na danoj plohi, a zatim pokazati da se tangentna ravnina 


P= (u u+v i T "), uveR, plohe i oskulaciona ravnina krivulje u svim točkama poklapaju. 
koje prolad pive ŽE 2_1-3_2-1, 265. Dana je ploha S.F= (vcosu, vsinu, v Va), u, ve R. ' 
4 3 10 a) Naći y kao funkciju od u za one krivulje a:R-—> S na plohi S kod kojih. 
Ploha xyz = a* u proizvoljnoj točki (Xo, yo, Zo) tangente zatvaraju s osi OZ kut od _ 
ima tangentnu ravninu: a: + S + = =3 b) Naći ona od tih krivulja koja prolazi točkom (1, 0, V3). 
0 G ju 


: X — Xa “Y_ ZZ Za ' . 
i normalu: abis . Dokazati. 


YaZo XaZo XaYa 


Naći vektorsku i skalarnu jednadžbu tangentne ravnine kružnog valjka: 
F=(Rcosv, Rsinv, u), ueR, vel0,2xml, 

U zadacima od 258. do 260. napisati jednadžbe tangentnih ravnina i normala 

sljedećih ploha u danim točkama: 

z=x+y u točki M = (1, 2,9). 


F+y+22= 169 u točki M = (3, 4, 12). 
22-32 —4=0u točki M = (3,1, —1). 
Napisati jednadžbu tangentne ravnine na pseudosferu: : 


x=asinu cosv,  y=asinu sinv, 


= e(intg5 + cos u), uz0, vel02smi. 
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Šš 8. Prva diferencijalna forma plohe 


8.1. Gaussove veličine prvoga reda 
Neka je zađana ploha S svojom vektorskom jednadžbom: X 
Fluvjex(uv)i+y(uv)j+z(uv)k (uvjeD. (1) 
Tada se za plohu S definiraju funkcije: £, F, G:D-—>R na sljedeći način: 


2 3 2 
#-1-(82) (2). (22). 
Ju du Qu 
3x 2432, 9) Ska 
Su8ov Sudv Su gov 


2 9x e] oz 
o-a-(853+(88] (5) 
ov ov ov 
Veličine £, Fi G definirane sa (2) zovemo Gaussovim osnovnim (fundamentalnim) 
veličinama prvoga reda ili koeficijentima prve diferencijalne forme. 


BD 


F=hAr (2) 


8.2. Duljina luka krivulje na plohi. Prva diferencijalna forma plohe 


Ako je zadana krivulja a na plohi S sa: 
Fj=F(u(0)v(d),rel 


i ako su (1) i (o) radijvektori dviju njezinih točaka A i B onda je realan broj: 


o» jaka 
dz] -[Ve ZI 2 z 
ZI d= (S +2r(5f (2 G Tr 


.duljina luka krivulje na plohi od točke A do točke B. 
Promotrimo funkciju s(f):/—> R za krivulju a na plohi S definiranu sa: 


2 


4 (3) 


o-[|€] a EFEEPdoJa o 


Tada jednadžbu (4) možemo pisati u diferencijalnom obliku ovako 

ds'=Eduč+2Fdudv+Gdv=I (5) 
koji se zove prva diferencijalna ili fundamentalna forma plohe. Još se zove i 
metrička ili kvadratna forma plohe i označuje sa 1. 


Formom / odredeno je mjerenje duljina krivulja na plohi Kažemo da je 
formom Z dana metrika na plohi. 
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8.3. Kut između dviju krivulja na plohi definira se kao kut između 
njihovih tangenata u presječnoj točki M. 
Neka su zadane krivulja a if sa: 

G.KAlO=F(u(0,vQ), tju=u(f,v =v(t) 

BA =F(4(0, (0), tiu=a(9v="(0 


tada su Bih iangentni vektori dani s: 


lood ar 
Kut o između dviju krivulja na plohi u presječnoj točki M jednak je tada: 
dA:di dh di ' 


COS O) = s ———— ze on 
IEZIEVIA! Koi ći 


COS (9 = + (6) 
gdje su: 
dr=i,du+#, dv, 
di, =r,dui+r,dv, 
Napomena: Gaussove veličine E, F, Gu (6) računamo u točki M. 
Specijaini slučajevi: 
a) Kut između krivulje na plohi i u-krivulje dan je izrazom (tada je B ie-krivulja, 
tj. S=const.,d#=0): 
: Edu+Fdv : 
VE VEdu?+2Fdudv + Gdv| 
b) Kut između krivulje na plohi i v-krivulje dan je izrazom (tada je f v-krivulja, 
tj. di=const., dz=0): 


cos = 


Edu + Gdv 
VG VEdu'+2Fdudv+ Gdv! 
c) Kut između koordinatnih u i v-krivulja dan je izrazom (tada je krivulja a 
u-krivulja, tj. v= c0nst., dv =0, a krivulja f v-krivulja tj. i = const., dii = 0); 


COS u = 


COS «= a 
VEG | 


d) Ako su krivulje a 1 fB na plehi međusobno okomite, tada je: 


Edudi+F(dud9+dvdi) + Gdvds =0. 
e) Uvjet okomitosti koordinatnih u i v krivulja prema c) glasi: 
F=0. 
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8.4. Ploština omeđenog dijela plohe 


Neka je dana ploha:5 svojom jednadžbom /=f(u, v) i na njoj zatvoreno 
područje (K). Tada je ploština područja (K) jednaka: 


S=|[aSs= Ili xRldudv= [VEG-F Fldudv, (7) 
(KJ 
gdje je D zatvoreno područje u ravnini takvo da je F(D) =(K). 
Ovdje, naime, vrijedi (viđi zad. 2): 
XA Perna (PAV=EG-F. (8) 
Izraz: j 
. EG- P=W? : (9) 
koji je uvijek pozitivan zove se diskriminanta prve di regija ne forme ili 
Weingartenova funkcija. 
Uvjet (6) iz $ 6, tj. , x #0 sada postaje EG — F2#0. 


Tedinični vektor normale iz & 7.1. sada glasi: 


3 9F 
No 0 82 (10) . 


= VEG- E : 
Zadaci 
266. Zadana je sfera svojom parametrizacijom (vidi zad. 204): 
= (rsinucosv, rsinu sinv,rcosu),. ue[0,n], vei— m, x]. 
1% Naći prvu diferencijalnu formu pridruženu toj parametrizaciji. 
2* Naći tangencijalnu ravninu u točkama za kojejeu=0iu=x. 


1* Prva diferencijalna forma glasi: 
' ds? = Edu? + 2 Fdudv + Gdv?. 
Kako je: 
KF, (rcosu cosv, rcosu sinv, —rsinuj 
=( —rsinusinv, rsinucosv, 0), 


FP, 
to je: 
lala 
du Bu du 
= (rcosu cosv)*+ (rcosu sinv)“+(-rsnu/=r, 
Bx \? 8, \ a2 \ 
c-a-(8)(8] +(85]- 


= (> rsinu sin v)* + (rsinu sin v)ć + (0)? = Psinžu, 
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F ia ELAN 8y KAJA 22 _ 


du av Qu, av Bu ov 


= - rsinucosusinvoosy + rsinucosusinyeosv—0- rsnu=0. 
Tada prva diferencijalna forma glasi: 
I=rdu+rsinčudyv. 
Ovo možemo pisati i ovako: 
. F=(rc0s b sin 8, rsin d sin 6, ME, 
prva diferencijalna forma: 
I=rs$in?0d 0*+ 12497. 

2* Točka A; za u=0, v = proizvoljno, je sjeverni pol sfere, dok je točka A, 
Za u=x, v= proizvoljno, južni pol sfere. Obje ove točke su singularne 
točke geografske koordinatne (parametarske) mreže (u, v) sfere, jer: 1. 

* svi meridijani (u-linije) » = const. se sastaju u sjevernom: i južnom polu, 
a 2. pripadne paralele u, =0 i uy, = su degenerirale u jednu jedinu 
točku (A, odnosno A,). Uvjet regularnosti iz $ 7.1. nije ispunjen. U tim 


točkama ipak postoje tangencijalne ravnine. Sferai ima implicitnu jednadž- 
bu; 


Ztby+ra=r. 
Odavde proizlazi da je: 
Fexzityj+Vra _y! E 
parametrizacija za gornju, a 
xi+yf-Vr-xi—ytk 
parametrizacija za Pa polusferu, : 
pa tangencijalne ravnine u točkama A, = (0, 0, r) i A, =(0, 0, —r) imaju 
jednadžbu (tablica 4): 
Zžr=0(X-0)-0(F-0), 


odnosno: 

: aka 

Točke A, i A, u ovoj parametrizaciji nisu više singularne, čak je u njima 
EG-F=i1. 


267. Naći prvu diferencijalnu formu ravnine u odnosu na parametrizaciju: 
x=xathu+bv 
YEHht+mu+myv 
Z=Zo+mu+nv, (vidi zad. 216). 
Kako je: : 
E= (2) = =f(+mi+ni, 


119 


268. 


269. 
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3r\? 
o-(E =f+nmi+ni, 


-=hh+mm+nmM, 
v 
to je: 
dg? = (Ga mi +nž) du? +2 (10 + mr + nj m2) dudv + (3 + m3 + 12) dv?. 
Ako su parametarske u i v crte zadane jediničnim vektorima, tada je: 
d5* = du? + 2cosodudv + dvi, 


gdje je ew kut između pravaca 41v. 
Ako su još pravci u i v međusobno okomiti, tada je prva diferencijalna forma: 


I=d?+dvi di I=de+dy. 


Ako je X OY ravnina parametrizirana polarnim koordinatama: 


x = DCOS d 
x = osin o 
z=0, 


tada je njena prva diferencijalna forma: 
1=d0?+9d0". 
Naći prvu diferencijalnu formu rotacione plohe (vidi zad. 215): 


x=f(u)cosv, y=f(u)sinv z=g(u), 
gdje je os rotacije os OZ. 


Imamo: 
E= (22) = greosv)t+ sino)" +( V=f"4+ 12 
77 (au sa 7 i 
Tar\: f 2 2 ž 3 
G= m =(—fsinv) +(fcosv)*+ (07 =f 
ar oF . io 2 oi 
Fen sinvcosv + ff'sinvcosv+0g'=0, 


pa je prva diferencijalna forma: 
' dsž = (f" + g") du? +fF do? ' 


Napomenimo da koordinatne krivulje u i v ove rotacione piohe čine 


ortogonalnu mrežu jer je F=0. 


Pokazati da postoji takva parametrizacija rotacione plohe da prva kvadratna 


forma ima oblik: 
ds? == du? + G (u) dv?. 
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Prema zad. 268. prva diferencijalna forma rotacione plohe ima oblik: 
ds? = (f" (u) + g" (u)) du? + P (u) dy? 


Vidi se da se ona dade svesti na prvi oblik. Dovoljno je uvesti transformaciju 
parametara zadanu s: 


i= [Vfč+g"du v=v 


Naći prvu diferencijalau formu plohe zadane eksplicitnom jednadžbom 
z=z(x y), (vidi zad. 214). 
Vektorska jednadžba zadane plohe glasi: 


F=xi+yj+z(x y)k 


Kako je: 
mA 2 2 2 oz o 
S : ZG 10) +(22) daa 
9#\? oz 
G=(25) =a d (3) a ; 
3y (0) + (1+ 3y 1+d?, 
_8F a7 
73:8, VP Ižpr=pa; 


to je prva diferencijalna forma: 


ds? = Edx* +2 Fdxdy + Gdy ?, 
odnosno: 
ds'=(1 + p?) dx + 2pgdxdy + (1+ q?) dy. 
(Ovdje je p=2,, q=z,; vidi $ 7, tj. 7.2.17.3.) 
Zadana je ploha: 
č(u v)=uđ+sinub +vć, u ve R, 
gdje su 4, 6, € zadani vektori. 
a) Ispitati što su koordinatne krivulje. 
b) Odrediti koeficijente :E, F, G prve kvadratne forme, 
Cc) Kada će se koordinatne krivulje ove plohe sjeći ortogonalno ? 
d) Naći element ploštine 4S dane plohe. 


a) Koordinatne v-krivulje jesu (za u = w = const): 
F= ug + Bsinug + vč 
što je jednadžba pravca točkom My(f=ugf+bsin uo) a paralelne s 
vektorom €. 
Koordinatne u-krivulje jesu (za v = v = const.): 
F=uđ+sinub+ vi 
To su kose sinusoide u ravnini paralelnoj s ravninom određenom vekto- 
rima đ i b. Skicirajte ih, 
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| 
i 


bata 
b) E-(2) =(d+bcosu) 
FLA 
6-(2 = (2) 
v 
pure lui Z+č.bcosu 
cu LA 


€) Koordinatne u i v krivulje sjeći će se ortogonalno za č=k(dXx š), jer je 
tada: ' a 
Fek(dxb) đd+k(axb) bcosu=0. 
d) dS= iz, x 5) dudv = |((2+8cosu) x €] dudv = 
= (2x 6) + (6 x č) cosu| dudv. ' 
Ako su koordinatne krivulje međusobno ortogonalne, tada je F= 0, pa je 
element ploštine: 


dS= VEG dudv = kV(č x 6) (f+bcosu) dudv. 


272. Na plohi (sfera): 
Z= (acosvsinu, asinvsinu, acosu), uae[0,rnj, ve [0.22], 
: : : prama: : 
zadane su dvije krivulje ci QQsacjtu=v i on+v= 3 
a) Naći sjecišta zadanih krivulja. 
b) Odrediti kut pod kojim se sijeku zadane krivulje. 
Prvi način — direktan 
a) Te krivulje imaju jednadžbe: 
Ci: = (asinucosu, asin?u, acosu)j 
G,:f, = (asinžu, asinućosu, acosu), 


a njihova sjecišta: 


(0,0,a) zau=0, (0,0, -a)zau=x 


b) Kut pod kojim se sijeku dvije krivulje jest kut između njihovih tangenata 
u sjecištima tih krivulja. 
Tangente na zadane krivulje imaju smjer: 


dr , : 
poka (acos2u,asin2u, —asinu) 
u 


JEM fasin2u,acos2u, — asinuj, 
du : 
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pa je kut između tih dviju krivulja jednak: i 


dii dh 
du du  sin4u+ sinu 
COS) = 77 Z > 
dil [dh] 1+sin'u 
du 


tu E i 
Zau= i traženi kut je: 


1 1 
COS = 5, Ga ArCCOST, 
3: 3 


U točkama A = (0, 0, a) i B=(0, 0, — a) krivulje se sijeku pod pravim 
kutom. 
Napomenimo, da u sve tri točke egzistiraju tangente na obje krivulje, jer 
su sve tri točke regularne točke krivulje (vidi $ 4. 2). 

Drugi način pomoću formule: 

Edudu + F(dud# + dvdi) + Gdvdo 


VEdu'+2Fdudv + Gdvi VEdE +2 Pdndy + Gdvi 
Kako je (vidi zad. 266.1%):. : 
E=>a, Geažsitu, F=0, EG-F=a'sin?u. 


b) coso = 


to je: 
_Edudi+ Gdvds 
VEdu* + Gdv* VEdu' + Gdy* 
m a? dudi +a*sinčudvds 
Važdu*+ ažsinčudv! Važda! + ažsinžuds! 


Cos = 


dudu + sin? udvds 


COS I > sp ogit 

Vdu? + sin? udv* Vdu* + sint ud? 
Za krivuljuc, v=u imamo dv=du,a za krivoljuc, #= 5 — u imamo 
dv= — du, pa je: 

dudii + sin? ududi 1 — sinžu 

COS 9 e o pon = —a, 

Vdu? + sin? udu* Vda? + sičudič 1+ sinču 

cos? u 

Co ==. 

1+ sinu 


U točki u “i traženi kut je = arecos7. 

Za prvu točku rezultat je, dakle, isti kao na prvi način i to zbog toga što 
.je ta točka regularna točka parametrizacije (EG- F'=5#0). Me- 
. dutim, točke u=0iu=xm,tj. A=(0,0,4)i(0,0,—a) jesu polovi kugle, 
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one su singularne točke parametarske mreže (vidi zad, 266. 2%i $ 7.1.0). . 
U takvim točkama ne možemo na taj način računati kut između krivulja. 


U singularnim točkama parametarske mreže kugle (ili bilo koje druge 
plohe) kut između dviju krivulja na plohi potražit ćemo direktno kao na 
prvi način (tj. neovisno o plohi), ako su to regularne točke krivulje. Može 
se također odabrati i druga parametrizacija za koju te točke nisu 
singularne kao npr. u zadacima 266. i 323. 


273. Naći kut pod kojim se sijeku krivulje 
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. X=xX, y=y na plohi z=axy. 
Pioha ima vektorsku jednadžbu: 
F=(xy axy), x yeR. 
Krivulje x = x5 i y = yo su koordinatne krivulje te parametrizacije i imaju 
jednadžbe: | : 
h=(X) 82%yh 


A= (X, 0 4x a). 


Tangentni vektori tih krivulja jesu: 


zv = (0,1,4x), 
da. 
pei Q : 
dx (1 , a Ya) 
pa je kut između njih dan sa: 
a* Xa yo 


cos = ——— = —— 
Vi +axo VL+ ačpi 

Taj smo kut mogli odrediti i na drugi način: on se, naime, podudara s kutom 
između koordinatnih krivulja, a taj je dan formulom: 


F 
COS 0 = 
EG 
Kako je: 
oF \ 
E=(z-| =1+0)y 
(42) So 
; c-(27) =1+a4x4 
šy 
F= a == G“XxoYo, 
8x oy 
to je: 


2 
G KoYa 


COSU = 


' VG + ačyi) (1 fažž ; 


274, Naći izraz za ploštinu zatvorenog područja (K) na plohi z=z(x, y). Jed- 


nadžba plohe ima vektorsku 


jednadžbu: 


F=xl+ yi+ z(x, y)k. 


Kako je: 
ar 
ox 
oF 
En 
to je: 


Ea DZ > o nI 
=[+5K=[4+pk 
i pe i+p 
2 3z 2 
= [+ E=[+4qK, 
ti 3y Ja 


E=f=1+p, Gefi=1+d, 


EG-F*=(1+ 


Tada je ploština: 


F=fFf,=pa. 
p?) U+q) - (pa=1+p+dq". 


S= JJfVEG-Fdsdy = [TH pri dedy, 
Di, 


(KI 


gdje je D,, ono zatvoreno područje u ravnini XOY za koje je F(D,) = (K). 


275. Naći pioštinu četverokuta na 


helikoidu (vidi zad. 220): 


omeđenog krivuljama u=0, 


Imamo: 


(2) 


S = If Vač(atuć + 67) dude = 


o 


Xx = aucosv 

y=ausinv 
z=bv, uveR, 
u= "=0,v=1. 


, 


= (acosv)+ (asinv)+ (0)=a? 
= (-ausinv)"+(aucosv) + (5)? = au" + b? 


2 
3 


i 
a [Vdu+b' du f dva=a 
9 


mje 


[Vor aw, 


n 


o 
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Označimo neodređeni integral s Z i računajmo: 


RASTI au? + b? ' du 
= | PrrPdu= [rus 
Ma Važu? + b? Vatu* +b? 


A u| u? du 
a?u* + b? 
Kako je prvi integral: 
122 bp 
| du zu=bit b dt 1( dt 
=> =| dau =pgt = = 
duž+b* adu=bdt a) b'( +b? | P+i 
1 au au 1 au+Važuč+b? 
prija kahk KE PE bina 
zo j : i) ' b 


a drugi integral: 


BRNA repa IMRE S preraoei 
- S voeiv- | Valužib!du, 


| uđu 
nr 
Ja Va?už+b? 


to je: 
+82 mA Važiuža hi A ara 
la o. ME-Ka ATE + u V duLbi— Ul Vatu +bidu. 
a b A 
I 
Odavde je: 


b* au + Veu+b? u r——>; 
= pe gore 
I Sa ia p zveu b*, 


pa je površina: 


TLA 


bl! qu4+Yau+b! au papi 
«125m + 
? KE . b 2 


2 : 
= 5 Un(1+YV2) +2). 
Krivulja koja siječe meridijane neke rotacione plohe pod konstantnim kutom 


u zove se loksodroma. Naći jednadžbu loksodreme na rotacionoj plohi: 


F= (flu)cosv, f(u)sinv, g(0)). 
Kut između neke krivulje na plohi za koju je dz #0 i dvs#0 i meridijana 
prema $ 8.3.a) jednak je radi F = (vidi zad. 268): 
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_ VEdu 


VEduw+Gdy 


Za zadanu parametrizaciju prva diferencijalna forma ima oblik: 
ds? = (f7 +97) duž+ f7dv?, 
pa diferencijalna jednadžba loksodrome glasi: 


na 24 
Ms e 


VY*+g") duž rfidvi » 


COS 6 


Cosa = const. 


odnosno: 
fcostadv = (f"4+g") (1-- cos? a) du?, 


fdv=&tVf"+g"tgadu 


Odavde integracijom dobivamo: 


odnosno: 


ETE du 


v=i taj F 
Be 


Ako je parametrizacija rotacione plohe odabrana kao u zad. 269, onda prva 
diferencijalna forma ima oblik: 


dg? = du? + G(u) du, 
pa diferencijalna jednadžba loksodrome glasi: 
du 


Vduć+ G (u)d vi" 


Cosa = 


Integracijom dobijemo: 


a 
d 
"-izej 2 


VG(u) 


Naći jednadžbu loksodrome na sferi: ! 


= (rsin8cosq, rsinBsind, reos6), 

i naći njenu duljinu luka (vidi zad. 266). 
Za sferu je E =, G = r7sin?8, F == 0, prva diferencijalna forma: 

ds? = r?sinž8dg?+:2d 8. 
Prema prethodnom zađatku kut između krivulja na kugli zakojejed8&Qi 
dg #0 i meridijana dan je sa: 

VE do 

VEta&+Gao“ 


Zato je diferencijalna jednadžba loksodrome na sferi: 


cosa = 
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Rao 


cos a = : 
Vr'(d8%+ sin?8 do?) 


cos a (d 87 + sin?8d&?) = 467. 


Jednadžba loksodrome kao rješenje navedene diferencijalne jednadžbe glasi: 


odnosno: 


9 
o =itgalnig ZI C. 
Napišimo jednadžbu loksodrome pomoću geografske širine 1 == 90" — 8. 
Tada imamo: 


m KK i 
li o=+ tgorin|tg(45* - 2) +C€, 


haa tealnag(45' : 2) 4E 


odnosno: 
ea Bla 
&= ittgalntigl 45 +5 Hu. 
Loksodroma je, dakle, krivulja koja se omata spiralno Oko sjevernog (8 =0, 


& = proizv.) odnosno oko južnog pola (8 =a, Q = proizv.), no u polove nikad 
ne stiže, a pritom siječe meridijane pod istim konstantnim kutom. 


Usprkos tome loksodroma ima konačnu duljinu. Element duljine luka bilo 
koje krivulje na sferi dan je sa: E 


ds=7 Vsiđ0dq* +46". 


8, 
do \ 
= ine | | ao. 
s e | J1+ so (58) 9 
% 


Uzmemo li u obzir diferencijalnu jednadžbu loksodrome, imamo da je 
duljina luka loksodroma: 


Odavde je: 


& LA 


d9 r 
«=. | = ——-|d8, 
Cosa ocosa 
, $ % 
sa 8— 8 
==; 
Cos a 


Duljina loksodrome između dviju paralela ovisi samo o razlici širina %-0, 
za zadani kut a. Ako je 8 =0, 8, =, onda je duljina luka loksodrome 
između polova: 


278. 


219: 
280. 
281. 
282. 


283. 
284. 
285. 


286. 


287. 


288. 
289. 


290. 


291. 


Njezina je duljina, dakle, konačna veličina za aki (a je kut pod 


kojim loksodroma siječe meridijane Sfere!) Za a = + se loksodroma 
podudara s paralelom (kojih ima više). ' 


U zadacima od 278. do 287. naći prvu kvadratnu formu za sljedeće 
(rotacione) plohe: 


x=asinucosv, y=asinusinv, z=ecosu; ue [0, sj, ve [0,2 m], rotacioni 
(kružni) elipsoid; 


x=Rocosv, y=Rsinv, z=u;ueR, ve [0, 21], kružni valjak; 
x=ucosv, y=usinv, zeku; ueR,ve[0,2m], kružni stožac; 
22 =? 4+ y?, kružni stožac; 


x=aucosv, y=ausinv, z=u; ueR, ve(0, 21], rotacioni paraboloid (vidi 
zad. 3341372); : 


x==achucosv, y =achusinv, z=ceshu;ueR, ye [0, 25], jednoplošni rota- 
cioni hiperboloid; 


x =ashucosv, yzashusinv, z=cchu; ueR, » e [0,21], dvoplošni rota- 


Cioni hiperboloid; 


x=(a+bcosu)cosv, y=(a+bcosu)sin», z=bsinu; u, ve (0,2.:], torus; 


> uEeR., 


: : h u 
x=asinucosv, y=asinusinv, z=a(ingS- + cosu 
2 


ve [0,2], pseudosfera; 


u u. 
#=ach--c0sv, y-achsinv, z=u; ueR, ve[0,2m], katenoid (vidi 
zad. 221). 


Naći prvu diferencijalnu formu helikoida: 
x=aucosv, y=ausinvy,z=by; uveR. 
Naći prvu diferencijalnu formu koordinatne XOY ravnine parametrizirane sa: 
k=uy=v,z=0, uveR. 
Naći prvu diferencijalnu formu elipsoida (vidi zad. 227): 
x=asinucosv, y =bsinusiny, z=ccosu, ue [0,1], ve [0, 2:1]. 
Odrediti plohu čija je prva diferencijalna forma: 
ds = zi [(227 + )?) dx? + 2 xydxdy + (xa? +2?) dy?] 


i na kojoj se nalazi kružnica x*+y*=1,z=1. 
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293. 


294. 


296. 


297. 


298. 


299. 
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Određiti prvu diferencijalnu formu, izračunati dS = Iz. x Zjdudv za plohu 
i ispitati kakve su krivulje na plohi u i » linije ako je: 
F=cosui +sinu(cosvf+sinvk); ue [0,2], ve [+] 
Odrediti prvu diferencijalnu formu, izračunati element ploštine ds plohe i 
ispitati kakve su krivulje na plohi u i v linije ako je: 
F=(u+v)đ+v+tu)bruč;uveR. 
(đ, 5, € konstantni vektori). 
Ako je porodica krivulja na plohi zadana diferencijalnom jednadžbom: 
Adu+Bdv=0, 


tada je jednadžba ortogonalnih trajektorija, tj. krivulja koje sijeku zadane 
krivulje pod pravim kutem dana s: 


(BE—AF)du+(BF-AG)dv=0. 


Dokazati. 


. Sastaviti diferencijalnu jednadžbu oriogenšlnih trajektorija porodice krivulja 


(u, v) = const. 
na plohi x=x(u, v), y=y(u v), z=z(u, v). 
Naći ortogonaline trajektorije porodice krivulja 


u+v=const. 
koje leže na kugli: 
F=(R sinu cosv, R sinu sinv, R cosu); ue[0,nl, ve[-xm, m]. 
Na kružnom stošcu: 
x=ucosv,y=usinvy,z=u; ueR, ve[0,2x), 


promatrati porodicu krivulja: 
v=u+a, 


gdje je a parametar. Naći porodicu njihovih ortogonalnih trajektorija. 


Dokazati da uvjet ortogonalnosti dviju porodica krivulja na plohi koje su 
određene diferencijalnom jednadžbom: 


A (u, v)duž+2B (u, v)dudv+ C(u, v)dv*= 
glasi: 
EC=2BF+AG=0. 
Dokazati da na helikoidu: 
x=ucosv, yzusinv, zzav, uveR 
diferencijalna jednadžba: 
duž (už+a)dvi=0 


određuje ortogonalnu mrežu parametarskih linija. 


300. Pokazati da se krivulje: 


301. 


302. 


303. 


304, 


305. 


306. 


307. 


snu+a(v+1)=0 
(a, b = const.) na plohi: 


£), #ER., vel0,2m), 


F== (sinu cos v, sinu siav, cosu + Intg 
sijeku ortogonalno. 
Na plohi: ' 


F=(uv,uw), u veR ' 


dane su dvije krivulje: qaružkvi=1 i G:v=au, 


a) Naći presječne točke danih krivulja. 
b) Odrediti kut pod kojim se sijeku te krivulje. 
€) Koliko je a đa se krivulje sijeku ortogonalno? 


Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivulja plohe: 
F=(ucosv, usinv, u+v), uveR. 
Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivulja plohe: 
= (vcosu-asinu, vsinu + a00su,4u) (a>0), u#veR. 
Dana je ploha: 
2 


. 
i=uwavy=uv zu, ouveR. 


a) Naći prvu kvadratnu formu. 
b) Izračunati diferencijal duljine luka za krivulje tr= 2, v=1,v=au, 
Cc) Izračunati duljinu luka krivulje v == eu pnodu točaka njenog presjeka s 
krivuljama u =1, u=2. 


Naći pod kojim se kutem sijeku krivulje: 
utv=0,u-v=0 
na helikoidu: _ 
x=ucosv,y=usimv, z=4v, uveR. 
Naći kut pod kojim krivulja: 
v=Aeo 
siječe izvodnice kružnog stošca: 
[= pcOSUCOSE, y = vsinucosa, z=vsina, ue[0,2x), veR, 
gdje je a parametar. : 
Na plohi s prvom kvadratnom formom: 
ds?=du+sh*udv? 
naći duljinu luka krivulje v = u među točkama Mi(uy, vw) 1 Mo(uz, vx). 
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308. 


309, 


310. 


31. 


312. 


313. 


314. 


315. 
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Naći kut među krivuljama 
j v=2u v= -2u 
na plohi koja ima prvu kvadratnu formu: 


dsž=duž+dv?. 


Naći kut između krivulja zadanih jednadžbama: 


veu+l do ve3-u 
na plohi: : 
x=ucosv, yzusinv, zzu', uehR, vel0,2mn]. 
Na helikoidu: > 
xa=ucosv,y=usinv,z=av, uveR 


zadane su krivulje svojim jednadžbama: 
' v=ln(ut fhuć+a) +e. 
izračunati duljinu luka tih krivulja između točaka 
Mi(uww) i Mew) 


Na pseudosferi: 


(=asinucosv,  y=asinusinv, 


d u 
:=alintg IDE cosu | ueR., vel[0,2a] 

zadane su dvije porodice krivulje svojim jednadžbama: 

v=tlntgstre. 
Izračunati duljinu luka svake porodice krivulje između točaka Mi (1, vi) i 
M, (u, v2). : 
Naći ploštine četverokuta na helikoidu: 
u,veR. 
omeđenog krivuljama: u=0,u=a,v=0,v=1. 


Naći ploštinu krivocrtnog trokuta: 
' Đ u=žktav, v=l, 

smještenog na plohi s prvom kvadratnom formom: 

H ds? = du? + (u? + a?) dv*. 
Naći ploštinu konveksnog kuglinog područja omeđenog petljom krivulje 
Vivijanija (vidi zad. 55). 
Naći površinu torusa: 
x=(a+bcosu)cosv, y=(a+bcosu)sinv, z=bsinu, uve(0,2 al, (vidi 
zad. 285). 


$ 9. Druga diferencijalna forma 


9.1. Druga diferencijalna ili kvadratna forma plohe 


Neka je ploha S zadana svojom vektorskom jednadžbom: 
F(u v)=x(u v)i+yluvji+zu vk, (uvjeD. 
Tada se na plohi S definiraju funkcije L, M, N: D—>R na sljedeći način: 


L=NU, =>la Kad oF 
ut: “ W\8u' 29v" Bužj? 

Me R95, ->lg BL. 87 
1 W\Su" 0v' Augv)? 

N=N9. rat KIAEKK: 
o Wl\Bu' 90v" duž)! 


odnosno koordinatno: 


ax By oz 
Bu du du 

MG E Mo I 
W ov ov ov 


Kini Bai 
Bu Bu du 


av av ov 


8x. oy 9?z 
Ouov  Ougv  dugv 


1 dx By Hz 


Ea 

i Ju Gu du 

1 | dx dy Iz 
N=— Pdih, ESEJ 2 on 
' W ov BrooHv 
x By oz 

8v2 BV av? 


(1) 


(1%) 
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Funkcija L, M i N zovemo Gaussovim osnovnim (firulamentalnim) veličinama 


drugog reda (W = VEG — F?). 


a) Neka je nadalje zadana krivulja a na plohi S svojim jednadžbama u = u(s), 


v=v(s), tj. 
č=Flu(g), »(9)) (2) 
gdje je s duljina luka krivulje a. Tada vrijedi: 
PNE Za 
N >; = ' 
di Koos 8, (3) 


gdje je x zakrivljenost krivulje a u nekoj točki P, 8 kut između orta M" normale 
na plohu i orta 2" glavne normale na krivulju a u točki P (sl. 44). 


Relacija (3) dade se napisati u obliku: 


Oskulaciona 
ravnina 


_/ 
Si. 44. 
du\? du dv dv\? 
xcosd = Li——|+2M - =11. 
% cos () (££) (47)+n(52) 1 (4) 


Desna strana izraza (4) zove se druga diferencijalna ili druga kvadratna forma 
plohe i označuje s II. 


b) Ako je krivulja a na plohi umjesto parametrom s parametrizirana nekim 
parametrom 2, koji nije duljina luka, 


FG) =F(U(A), v(A)), onda relacija (4) prelazi u: 


du \ž du dv dv\? 
vs) +2u(5%) brjenlai 
dy 


(gi) elae) (shell 


odnosno: 
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| 
| 
| 
| 
l 
| 


Ldu? +2 Mdudv+ Ndyž _ 11 , 
Edu" +2Fdudy+Gdyž 1" (6) 


xc058 = 


Desna strana izraza (6) je kvocijent druge i prve diferencijalne forme plohe. 


9.2. Normalni i kosi presjek plohe 


Ravnina koja prolazi jednim pravcem tangentne ravnine, tj. smjerom [% ili 


fa + : 
da i normalom M“ na plohu u točki P plohe S siječe ovu plohu u ravninskoj kri- 


vulji y koja se zove normalni presjek plohe S u točki P u smjeru vektora 1%. 


Svaka druga ravnina koja prolazi istim pravcem (tj. smjerom /%) ali ne normalom 
N* plohe S, siječe ovu plohu u krivulji koja se zove kosi presjek. 


9.3. Normalna zakrivljenost plohe u danom smjeru | 


To je zakrivljenost K,, normalnog presjeka u tom smjeru. Normalnoj zakrivlje- 
nosti pridružujemo predznak na ovaj način: kut 8 =0 ili s, jer su vektori z%i X" 
glavne normale normalnog presjeka i normale na plohu kolincarni (istog ili 
suprotnog smjera). Pri tome uzimamo da je X, > 0 ako je normalni presjek u točki 
P plohe S zakrivljen prema vektoru N* normale na plohu, a K,<0 ako je on 
zakrivljen od vektora N%. Pokazuje se da je normalna zakrivljenost u smjeru 
du . 

Sa dana izrazom (prema (5) ili (6)): 
_ Ldu? +2 Mdudv + Ndy? KI 


#7 Edu+2Fdudvi Gdvi KU (? 


9.4. Meusnieroy teorem 


Ovaj teorem povezuje zakrivljenost X,, normalnog i x kosog presjeka i dan je 
relacijom: : 
K,= 40058, '. (8) 
gdje je 8 kut između orta N" normale na plohu i orta fi% glavne normale na krivulju 
a u točki P plohe sa zajedničkom tangentom. 

Odavde proizlazi da od svih krivulja na polohi koje prolaze jednom tačkom 
i imaju zajedničku tangentu najmanju zakrivljenost u toj točki ima normalni 
presjek plohe, : 

Zakrivljenost plohe definira se pomoću zakrivljenosti krivulja na plohi. 


Lo, d zo m a ERIE : 
7 i — zovu se rađiusi zakrivljenosti normalnog i kosog presjeka. 


K, 


9,5. Glavne zakrivljenosti, Glavni smjerovi 


Neka je zadana ploha S i neka je funkcija normalne zakrivljenosti: 


Lie Lut +2Mu+N _ Su 
Mire BTIVIJTTE gdje je u=-4, (9) 


Tada minimalnu i maksimalnu vrijednost te funkcije (ako postoje) zovemo 
glavnim zakrivljenostima plohe S'u točki P i označavamo ih sa K, i X,. Smjerovi 
u kojima te zakrivljenosti dolaze zovu se glavni smjerovi u točki P i'označujemo 
ih sa ri M. Glavne zakrivljenosti u točki P plohe S jesu korijeni X, i X, kvadratne 
jednadžbe: 


__ +- 


2 EN-2EM+LG LN— M? 
Ki ——EGOE ororsipn?o (10) 


Glavne zakrivljenosti dobiju se kao ekstremne vrijednosti funkcije (9), tj. kao 
ekstremne vrijednosti funkcije: 
F(u) = KalEW+2F4+G) — (Luč +2Mu+N) = 0, (11) 
du ' 
gdje je u = Ere 
i 1 
Veličine —— i > zovu se glavni polumjeri zakrivljenosti. 
Ki K, 
Glavni smjerovi 4 i ;& plohe S u točki P dobiju se također kao ekstremne 


vrijednosti funkcije. (10) (eliminiravši pri računanju K,). 
Glavni smjerovi g, i 4 su prema tome korijeni kvadratne jednadžbe: 


42 — u 1 
G F E |=0 (12) 
N M L 


u točki P plohe S. 
9.6. Eulerov poučak. Dupinova indikatrisa. Rodriguesov teorem 
a) Eulerov poučak glasi: . : 
K,= K,costa + K,sin?a. (13) 


Pomoću tog poučka možemo izračunati normalnu zakrivljenost X, pomoću 
glavnih zakrivljenosti K,i Koi pomoću kuta a. Pritom je a kut što ga zatvara 
vektor tangente normalnog presjeka i glavni smjer u točki P plohe S, 


b) Rodriguesov ieorem je specijalni slučaj Eulerove formule u slučaju da je vektor 
tangente normalnog presjeka u točki P ujedno glavni smjer, a glasi: 


dN'= —K,dr, ' (14) > 


gdje je N% ort normale na plohu S u točki P. 
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€) Eulerovu formulu možemo interpretirati geometrijski. Uočimo na plohi S 
normalni presjek u točki P plohe S1u njoj jango šalu ravninu, Na tangenti 


normalnog presjeka u točki P uočimo točku T takvu da je PT= he 


Skup tako dobivenih točaka T u tangencijalnoj ravnini zove se Dupinova 
indikatrisa plohe S u točki P. Pokazuje se da je Dupinova indikatrisa konika 
koja leži u tangencijalnoj ravnini u točki P plohe S, da joj je središte u točki 
Pi (prema (13)) ukoliko se parametarska mreža podudara s mrežom krivulja 
zakrivljenosti (vidi $ 9.9) ona ima jednadžbu: 

Ka*4+Ky*=+1, (vidi sl. 45) (15) 


gdje je: 


a koordinate osi x | y su tan- 
gente na glavne krivulje zakriv- 
ljenosti, ishodište koordinatnog 
sustava je u točki P. 
Prema (7) Dupinova indikatrisa 
ima jednadžbu: 

Lx2 k2Msy + Nj? e 
gdje je točka P ishodište koordi- 
natnog sustava u tangencijalnoj 
ravnini s osima koje se pokla- 
paju sa ši F) 


9.7. Gaussova zakrivljenost. Srednja zakrivljenost 


a) Gaussova (potpuna ili totalna) zakrivljenost .K plohe S u točki P je funkcija 
K:5—R definirana formulom (vidi (10)): 

LN e M? 

EG -F 

Kako je EG-F*=1|, x, (vidi (8 8.4) uvijek pozitivno, to će predznak od 

K ovisiti jedino o predznaku od LN> M?. 


K = K, K, = (16) 


b) Srednja zakrivljenost H plohe S u točki P je funkcija H:S->R definirana 
formulom (vidi (10)): 
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_ K+K,_ EN-2FM+LG 


LE: EG F9) 


(17) 


c) Glavne zakrivljenosti K, i K, u točki P plohe S osim po (10) i (11) mogu se 
računati i ovako, 
Budući da je prema (16) i (17): 
K= K, Ko, 


H=2(K+K), 


lo su K,i Ki. po Vietovim formulama korijeni kvadratne jednadžbe: 
x*-2Kx+K=0, (18) 
dakle: 
Ka=H+VH-K. (19) 


d) Plohe kod kojih je srednja zakrivljenost u svakoj točki jednaka nuli, tj. Z7=0 
zovu se minimalne plohe. Plohe kod kojih je Gaussova zakrivljenost u svakoj 
točki konstantna zovemo plohe s konstaninom zakrivljenosti. Takve su kugla s 
K == const. >0 i pseudosfera s X = const. <0 (vidi zad. 341. i 322). 


9.8. Pravčaste i razvojne plohe 


Ploha S je pravčasta ako za svaku njenu točku P postoji bar jedan pravac p 
takav da on leži na plohi. Ploha S je razvojna ako je za sve točke P € S totalna ili 
Gaussova zakrivljenost X(P)=(0. Pravčasta ploha koja nije razvojna zove se 
vitopera pravćasta ploha. 

Svaka razvojna ploha je pravčasta, i to ili stožasta ili valjkasta ploha ili 
tangentna ploha prostorne krivulje. Vitopere plohe su npr. jednokrilni hiperbo- 
loid, hiperbolički parabojoid i helikoid. Svaka razvojna ploha dade se izometrički 
preslikati u ravninu, tj. razviti u ravninu (vidi $ 11.1.b). Odatle i naziv razvojna 
ploha. 


9.9. Glavne krivulje zakrivljenosti 
Krivulje zakrivljenosti plohe S su one krivulje na plohi čija je tangenta u 


svakoj točki paralelna s jednim od dva glavna smjera ;, i po. Krivulje zakrivljenosti 
v = v(u) dobiju se rješavanjem diferencijalne jednadžbe: 


du —dudv do? | 
G F E | =0. (20) 
N M L 
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Krivulje zakrivljenosti na plohi S tvore oriogonalnu mrežu na toj plohi (vidi zad. 
298). 
Koordinatne u i v krivulje na plohi 5 su ujedno i krivulje zakrivljenosti na 
plohi S onda i samo onda ako u svakoj točki plohe vrijedi: 


F=0 i M=0 (>, (21) 


Ovo proizlazi iz jednadžbe (20) zadu=0 i dv=0 i F=0. 


9.10. Asimptotske linije. Asimptotski smjerovi 


: : d Nj 
a) Asimptotski smjer (pravac) je takav smjer i = ma u kojem je normalna 


zakrivljenost K,, jednaka nuli i dobiva se kao rješenje jednadžbe: 
Luž+2Mu+N=0. (22) 
b) Krivulja na plohi zove se asimptotska linija, ako je smjer u svakoj njenoj točki 
asimptotski smjer. U svakoj točki asimptotske linije je X, = O, pa diferencijalna 

jednadžba asimptotskih linija glasi: ; ; 

Ldu*+2Mdđudv+Ndy=0. (23) 
Asimptotska linija je ujedno ona krivulja na plohi kod koje se tangencijalna 
ravnina plohe podudara u svakoj točki s oskulacionom ravninom te krivulje, 
Tada glavna normala A" asimptotske linije čini s normalom na plohu X" kut 


z SI pa je zbog (8) KC, = 0 (vidi zad. 387). 


9.11. Klasifikacija točaka na plohi. Kružne, eliptičke, hiperboličke, 
-paraboličke točke plohe | : 

: i 
Oblik plohe u okolini neke točke P plohe S ovisit će'o tipu točke na plohi. 
Da bismo objasnili što pod time razumijevamo promatrat ćemo u točki P predznak 
izraza LN — M koji je u vezi s normalnom zakrivljenosti X, (formula (7)). Naime, 
predznak od X, ovisi samo o brojniku, jer je nazivnik uvijek pozitivan. M*— LN 
je diskriminanta brojnika u formuli (7). Predznak od LN — M? još je u veži S 
glavnim zakrivljenostima (formula (10)), te s Gaussovom zakrivljenosti (formula 

16)). 
. lap (ili sferna ili ombilička) točka plohe je takva točka plohe za koju vrijedi: 
' L:M:N=E:F:G. ; (24) 
U toj je točki normalna zakrivljenost K, = const. Kružna točka je specijalan 
slučaj eliptičke. U kružnoj točki svaki smjer u je ujedno i glavni smjer. Tada 
je, naime, lijeva strana od (12) identički jednaka nuli, pa (12) zadovoljava svaki 
u. Gaussova je zakrivljenost X >0 u kružnoj točki. Dupinova indikatrisa je u 
kružnoj točki kružnica (K, = K, u (15)). U okolini kružne točke ploha leži sva 
s jedne strane tangentne ravnine. 


Na sferi je svaka točka kružna, 
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b) 


: du, ot sm 
njem u= +. To znači da u okolini oko 


. paraboloidu, eliptičkom hiperboloidu i na dvokrilnom (dvoplošnom) hiperbo- 


6) 
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Elipuička točka plohe (sl. 46) je takva točka 
plahe za koju je: 
LN-M?>0. (25) 
U takvoj točki normalna zakrivljenost X, u 
formuli (7) ne mijenja predznak mijenja- 
dvi 

eliptičke točke ploha leži sva s jedne strane 
tangentne ravnine, U eliptičkoj točki po- 
stoje dva realna glavna smjera i dvije krivu- 
lje zakrivljenosti, koje su međusobno oko- 
mite (vidi (12) i (20)). Gaussova zakrivlje- 
nost je K>0 (zbog (16) i (25)), pa zbog 
toga za glavne zakrivljenosti vrijedi: 

sign K, = sign K,. a 
Zbog istog predznaka od K, i K, Dupinova indikatrisa je u eliptičkoj točki 
elipsa. : ž 
Sve točke elipsoida su eliptičke. Eliptičke točke su još točke na eliptičkom 


loidu. . 
Hiperbolička točka plohe (sl. 47) je takva točka plohe za koju je: 
LN>M?<0. (26) 


U takvoj točki normalna zakrivljenost X, u formuli (7) mijenja predznak 
mijenjanjem u. 


Stoga je K,=0 za dva smjera ji, i ib. To su asimptotski smjerovi. U 
hiperboličkoj točki plohe prema tome postoje dva asimptotska smjera (u . 
eliptičkoj i kružnoj točki nema asimptotskih smjerova). To znači da asimptotski 
smjerovi 4 i fo rastavljaju okolinu hiperboličke točke na četiri dijela: dva 
nasuprotna ispod, a dva preostala nasuprotna iznad tangencijalne ravnine. U 
hiperboličkoj točki postoje dva realna glavna smjera (diskriminanta jednadžbe 


* (12) je pozitivna) i dvije međusobno okomite krivulje zakrivljenosti. Gaussova 


e 


Dada 


zakrivljenost je K < 0 (zbog (16) i (26)), pa za hiperboličke točke vrijedi: 
sign K, == sign Ka. ' ' 


Zbog protivnog predznaka od K,i K, Dupinova indikatrisa je u hiperboličkoj 
točki par konjugiranih hiperbola. Sve točke jednokrilnog hiperboloida su 
hiperboličke (vidi zad. 207. i 229). Točke hiperboličkog parabolioida su 
hiperboličke. 


Parabolička točka plohe (sl. 48) je takva 
točka plohe za koju je: 
LN-M'=0. 
U takvoj točki normalna zakrivljenost X, /> 
ne mijenja predznak mijenjanjem u. : 
Gaussova zakrivljenost K = 0, pa je barem 
jedna od glavnih zakrivljenosti jednaka nuli 
(K=KK=0=>K,=0 ih K=0 ili" 
oboje). 


(si 8. 


Ograničimo se najprije na slučaj X; = 0, K, #0 (ili obratno). 

Dvostruka vrijednost ua kojoj pripada normalna zakrivljenost X, = K, je, 
dakle, istovremeno i asimptotski i glavni smjer. To je ujedno i jedini 
asimptotski smjer, a glavni smjer postoji upravo još jedan koji je okomit na 
njega i kome pripada normalna zakrivljenost K.. 


Stoga takvom točkom prolaze dvije međusobno grtogonatne krivulje zakrivlje- 
nosti. Dupinova indikatrisa raspada se na dva paralelna pravca. Sve točke 
valjka i stošca su paraboličke. Točke torusa koje leže na najvišoj i najnižoj 
kružnici (vidi sl. 42, str. 111) također su paraboličke. Vrlo je čest slučaj da 
krivulja na plohi koja se sastoji od paraboličkih točaka razdvaja područje 
hiperboličkih od područja eliptičkih točaka (vidi zad. 394). 


Specijalni slučaj paraboličke točke kada je X; = K,=0 naziva se ravninskom 
točkom ili točkom spljoštenosti. Jasno je da je svaki smjer glavni, a ujedno i 
asim ptotski. Jednostavan primjer je ravnina kod koje je svaka točka ravninska. 
U ravnini je čak i svaka krivulja, krivulja zakrivljenosti. Međutim, okolina 
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ravninske točke može biti i veoma komplicirana, kao što pokazuje primjer 
majmunskog sedla koje ima jednu jedinu ravninsku točku P (vidi sl. 49. na 
kojoj su prikazane i fri krivulje zakrivljenosti koje prolaze točkom P). 


SI. 49. 


Zadaci 


316. Naći drugu kvadratnu formu za zavojnu plohu (hetikoid): 
X=aucosv, y = ausinv, z=bv, uve R. (Vidi zad. 220.) 
Vektorska jednadžba plohe glasi: ' 
F=aucosvi + ausinvj +bvk. 


Tada su Gaussove veličine prvoga reda: 


3,2 
E= (22) = (acosv)! + (asinv)' + (0)? =, 


oF vi f 3 3 
G= se) = (ausin v)? + (aucosv)? + (b)=aču+b", 
ar ar : i 
Fam=—. <= — glusinvcosv +ačusinvcosu +0:b=0, 
Ju gv 


a diskriminanta prve kvadratne forme 
' W'=EG-PF?=(g2u2+b')a". 
Kako su Gaussove veličine drugoga reda dane s: 
i a 


L= W (u Pa Kio): M = W (Pa u Fu), N = = (Fo fa Pu), 


to računajmo mješovite produkte: 
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aCOosv asin v Q 
Fu Pa Fu) = — ausinv = aucosv b | =0, 
! 0 0 0 i 
| Qcosv a sin v 0 
(Fu Pu Po) = | ausinv qucosv bob|=-a?b, 
—asinv acosv 0 
a cos v asinv 0 
(Fe Pu Pa) = . qusinv  aucosv. bo oi =0. 
| —qucosv  —ausinv > 0 
ab 
Dakle je L=0, M = — zm N=29, 


Vačuž+ bž | 
pa druga diferencijalna forma helikoida glasi: 
Zab 


= --====vdudv. 
a u'+b? 


317. Pokazati: 
1% da je druga kvadratna forma ravnine identički jednaka nuli. 
2* da je druga kvadratna forma sfere proporcionalna prvoj. 

1% Prema zad. 216. parametarske jednadžbe ravnine glase: 
x=ktrhlukhbhv ; 
vz Vo t+mjit + imav ' 
zeZtmu+mv uveR.: 
Kako je: 
Pu 0, Fa =0, Fa =0 
to jei 
1 Ž 2.8 1 s) 
= ruž Fo Fan) 20, M = rai Fo Pm) 70, 


N=5lu šo 7.)=0, 
pa je druga kvadratna forma identički jednaka nuli, tj.: 


(Vidi zad. 267) 
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2" Prema zad, 204. i 266. vektorska jednadžba sfere glasi: 318. Naći drugu diferencijalnu formu plohe zadane jednadžbom: 


F=(rcosbsin 8, rsin&sin6, ;cos0), ge [0,21], B€[0, m], z=f(x y). 
a Gaussove veličine prvog reda: ; Prema zad. 214. i 270. imamo: 
m a er a 2) 7 ? Bra Isa Fexi+yjt+f(xy)k, 
JE NJEL 6, 6 (34 r, EF = m 3870 | E=1+p', Ge=14+g, F=pq, 
B I pi roja 2\ 2 sa 
pa je prva diferencijalna forma dana s: ; j W*=EG-—F?=(1+p%) (L+q)-pq=1+p+g. 


pomstasna Gaussove veličine drugog reda jesu: 
I=rsin*0dd?+rd0. 


3 


r?sin 9 


(sin? e sin 0 cos? 6 + cos? 6 sin? 8 + sin? osin? 9 + 


+ cos? osin 8 cos? 8) = r. 


Druga diferencijalna forma dakle glasi: 


II =rsin?Bdg*+rd0, 


pa je zaista: 
I=rli. 
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ERROR ZERREREVEROR SRESER RE PRVA EEE RONE RRRRRERRERAV RE NERRRRT RR VRS RR ROO 


Kako je prema zad. 268: 
E=0+w, F= 0, G=, 
W*=EG-F?=((07+0), 


tamo imamo dalje: 


db" cos «sin p 

ere 1 : 
L.= W (7, je) Pi) KE W — dsinv qcosv 
| og“cosv "sinov 


> 


i : m 1 0 
Jer je W?= EG— F? = r*sin20, to su koeficijenti druge kvadratne forme | "ME AKONA 1 P : 
i redom: i L=-——(Fo Po fa) = = -———— 
' W W a Vi +p? +g2 
— rsin&sinO — rcososin6 0 
L i G n.e ) 1 0 Pp 
= (Fa Fe Fee) = “goa | orcosbcos8 = rsinbcosB = -—rsina = neo 
uo r?sin 9 9 pz 2 KJE Mt Fy fo) = 2 0 u Z : 1 
—rcospsiniA  —rsinosing 0 . w w Ž a l+rpliqi 
—rsinosin6  rcosgsin9 i t o 
_ rsin9 Ema h 1 : I s u : 
= fsin6 Na sa. koki N= =>) | 0 1 qa |=: at 
! —rceosdsin8  —rsinosin6 | ' 0 ž Vl+p+q 
koko : 9z oz 92 9?z 9'z 
—rsindsino — zcososing bs) ; 7 p=- 22. pa, g= ; 
dz o e cos gdje su prema $ 7. p = Tak e 37057 oyoy 3 
M=ašefae) =a bo 8 rsinqeos8 = —rsin0| =0. m : 
W (Fa, Fa, Fan) r? sin 9 : seo .. A fama oo: sa : Druga diferencijalna forma, dakle, glasi: 
+“: —- rsin o cos — reos pcos 8 ri = +25 da dy+tdy? 
V e : 
! —rsinosinO — rcosesing o | i e 
N io dj ) 1 $ : A : 319. .Naći drugu kvadratnu formu za rotacionu plohu (vidi zad. 215): 
ska (Fo, Fo, Foo) = Zane rcos p cos rsin cos = aki = Fe (q(u)cosv, (u) sinv, (u)). 
—roosbsin8  —rsingsin8 —rcosđ 
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p- kine 
orka? 
"cos d'siny Y' 
lasi shju : 
M=3 0%. ki)o=5 — osinv & cos v 0 1; 
— osnv o —gcosv 0 
M=0 
d' cos d' sinov fp" 1 
N=57 ka iš) — osinv &cosv OF; 
— deosv — osnov 0 
O 
Vo'*+y? 


Druga diferencijalna forma glasi: 
(o'1p" — Grip) duš + pdv? 


320. Zadana je zavojna ploha (helikoid). 


Xx=aucosv, y=ausinv, z=me, u, veR. 


i = 


i" Naći normainu zakrivljenost helikoida. 
2% Naći glavne, Gaussovu i srednju zakrivljenost, te ispitati vrstu točaka na 


helikoidu. 
3% Naći glavne smjerove helikoida. 
4“ Naći (glavne) krivulje zakrivljenosti helikoida. 
1% Kako je (vidi zad. 220, 288 i 316): 
E=d, G=aiw+m?, F=0 


L=0, N=0, MN - =, 
Važu? + m? 


to je normalna zakrivljenost prema (7) iz 9: 
Ldu?+2Mdudy + Ndv? 


K, = : 
5 Edu? +2 Fdudv + Gdy? 
odnosno: 
z m. dudv 
PE a? u? im 
"a du? + (aži u*+ m?) dv? 
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2* Glavne zakrivljenosti naći ćemo kao ekstremne Velivsu funkcije: 


_ 2am 


Pao m 
PE Va*u? + m2 * du 


žuč 4+ (alu + m?) , 47 av 


. u implicitriom obliku: Ni ' 


FO)=KdP+ ZL u+ Ke (guž+m?)=0. 


Potražimo ekstrem: 


rabe 2K,a u + ZA ii od 


5 = 
8u Važuć+ mi 
Kk 


Eliminiramo li iz posljednje dvije jednadžbe u dobit ćemo jednadžbu: 


Moa 

ž Tai u? imi : 

čija rješenja predstavljaju glavne zakrivljenosti: 

e 
Košži-rr—sg 

i a a*uč+m2ž“ 

Drugi način računaaja glavnih zakrivljenosti je pomoću (18) i (19). 

Kako je prema (16): : 

LN- M? m? 


KS EGF“ (uži mo)" 


a prema (17): 


EN-2FM+LG 
H = 
2(EG- F7) sE 


to glavne zakrivljenosti dobijemo kao rješenja kvadratne jednadžbe: 
2-2Hx+K=0, 


odnosno: 
= lje e 
duimooj 
m 
Ko bagri 
aluć+m 


Točke na helikoidu su hiperboličke, jer je sign X, = — sign. 


Gaussova zakrivljenost jest: 


m? 
KoKKKe tim. 
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Vidimo da je Gaussova zakrivljenost negativna, što je također karaktri- . 


stika hiperboličkih točaka. G F poieo, 
Srednja zakrivljenost jest: 5 N ja £ 
: K+kK 
= oi = 0. 
H 3 
Helikoid je, prema tome, minimalna ploha. oilnosnoj 
3* Glavne smjerove dobit ćemo kao rješenja jednadžbe: | du“ — dudv dvi 
iP oatužaem? 0 a? |=0, 
ji“ «saga 40.) 
G Fo E|=0, | 0 - 
N M L Vau + m? 
ili! 
odnosno: du _ X. KH ELITE. 
u I 1 dv a 
a*u* + m? 0 a* | =0, i Rješenje dobijemo separacijom varijabli: 
0 -.—E— 0 dra E: 
uk ni a u+m 


ili: 
ame=m(auž+ m), 


čija rješenja jesu glavni smjerovi: 


1 ———— 
W= it Vačuč+m?. 
' a 


Drugi način: 
Glavne smjerove helikoida dobit ćemo kao ekstremne vrijednosti funkci- 
je: 


Krivulje zakrivljenosti, prema tome, glase: 


v= C + ln(au+ Važuž + m). 


Do iste diferencijalne jednadžbe doći ćemo iz glavnih smjerova: 


i 
= t—adu + m? 
K a 


tavivši da j di 
stavivši da je u = ——, 
Je = Tv 


S obzirom da je helikoid ploha u kojoj leže glavne normale na zavojnicu 
valjka (zad. 151) to je helikoid pravčasta ploha. 


F(u)=K,au + nak u+K,(au+nm?) =0. Helikoid nije razvojna ploha, jer preama 2 Gaussova zakrivljenost nije 
a?u* + m? jednaka nuli (vidi $ 9.8. i $ 11.1). 
Odavde, je: 
pla zIK.ču + 2 ma mI 321. Naći normalnu, Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe zad.zo u obliku: 


ou Važuč+ mi 


Eliminiramo, li iz gornje dvije jednadžbe K,, dobijemo glavne smjerove. 


z=f(m)), 
te provesti diskusiju u vezi s vrstom točaka na plohi. 
Kako je prema zad. 214, 270 i 318: 


4* (Glavne) krivulje zakrivljenosti dobit ćemo rješenjem diferencijalne 
jednadžbe: : : E=14p?, G=1+4q%, F=pq, W'=1+p'+q!, 
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r t s 
Lav Ne 
"to je normalna zakrivljenost: 
PENJE NR i: E Ta. 
SE ZUETOTE DITI TI MI 


Potražimo glavne zakrivljenosti pomoću ekstrema funkcije: 
Fu) = [KW(1+p)—r]W+l2paWK,-2s]u+ 
+[KW(1+q)-t]=0. (1) 


imamo: 
IF m : 

2, AMERIKA u+2(paWK,=-s] =0. (2) 
Eliminiranjem u iz (1) i (2) dobit ćemo pm jednadžbu po K,. 
Postupit ćemo ovako: pomnožimo (2) s— i tako dobivenu jednadžbu 
oduzmemo od (1). Na taj način umjesto ia (1) i (2) dobijemo sustav 
jednadžbi: 

IKW(+p?)-rlu+ [paWK,-s] =0, (2) 

[pgWK,-—s)]u +1KW(1+qg)-1]=0. (3) 
Nuždan i dovoljan uvjet da bi sustav (2) i (3) imao rješenja jest: 


KW(i+p)-r PaWK,-s 


PaWK,S KW1+q)-t 


Dobijemo: 

K2[W24+W?p?+W2q?]- KW(l+p")t-2spa+(i+a")jrl+n -s= 
Glavne zakrivljenosti koje nas posebno ne zanimaju dobivamo, dakle, kao 
rješenja kvadratne aka po K,: 


Ki- Kuja Mi (1+p?)t-25pa+(1+42)1] + ra O. 


Odavde, međutim, po Vietovim formulama možemo direktno očitati Gaus- 
sovu zakrivljenost: 
rt-s? 
kisar 
i srednju zakrivljenost: 
H= KAK Z 14 ko jeca (1 2846, 
(1+p+q)" 


2. 2 
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| 
| 
| 


322. 


Vrsta točaka na plohi ovisit će o predznaku Gaussove zakrivljenosti: 


K LN M? rt— s? 
EG-F* WW? 


Kakoje EG - F'=W?> 2 to će predznak od K ovisiti:o oke brojnika 
LN— M*, odnosno rt > 5%. 


1. U eliptičkim i kružnini točkama uvijek je K> 9. pa se pra 
LN — M?>0 svodi na: 
rt-s>0. 
2. U hiperboličkim točkama plohe je K <0, pa se nejednakost LN-- M?<Q 
svodi na 
rt s<0. 
3. U paraboličkim točkama plohe je K=0, pa se jednakost LN- M*=0 
svođi na; 
rls? 
Povežimo ove rezultate s ispitivanjem ekstrema funkcije z = f(x, y). Dovo- 
ijan uvjet za ekstrem bio je upravo rt — s*> 0. Jasno je, dakle, da će ekstremi 
sigurno postojati u kružnim j eliptičkim stacionarnim točkama, dok za 


paraboličke točke nema odluke o postojanju ekstrema bez dodatne diskusije, 
a u hioperboličkim točkama ne postoje ekstremi. 


Ovdje je: 


D z Žu ki = Zp aa Zxvo Bi Zug» i= Zp 


Pokazati da je Gaussova zakrivljenost pseudosfere konstantna i negativna, 
Ispitati vrstu točaka i naći krivulje zakrivljenosti. 


Prema zad. 219. jednadžba pseudosfere glasi: 


Jac a; 
sand mail MB s proj 


y=aln 
Kk z 


Odnosno u vektorskom obliku: 
7 u = ME a 
F=acosvsinui —a|imtg 2+ osu] j+asinvsinuk. 
Odavde proizlazi: 


Bi e Gos*u > : = 
F,zacosvcosui—a > | +asinvcosuk, 
SIN iz 


F,= -asinvsnui +acosvsinuk, 
Ga cosu (1 + sin? u) + 
Fa _acosvsinučaa DOZE ji —asinvsinuk, 
in 
+ . 7 . . vd 
= —acosvsinni —asinvsinuk, 


Za —asinvcosui tacosvcosuk. 
Stoga je: 

E=(,)=ačcosu (1+ ctg?u) =a"ctg?u, 
G=(,)=dasinu, 


F=fh=0, 
W=YEG—F?=a'cosču = ačcosu, 
cos v —ctgu sinv | 
a ' ' 
a* cos sin u s 
pei Fa II — sinov 0 cosv 
W WW i» diji a Cosu JE 
2 octgu(l +sinću) mm 
— cos vsin u ————><> — sin vsin u 
sinu 
| cosv —i sin v | 
L=asinucigu | — sinv 0 cosv 
| : i + sinu sAm. i 
— cos vsinu ———— — sin vsinu 
sinu 
Ž Kaos loi 1+ sinču 
=a i inu + cosg"vsimu > i = 
aC0s u | sinčv sin u S I 
acosu |. £ 
= ——— (sinu-1-sinču]. 
sinu 
L= —-actgu. 
1? COSV o —ectgu  sinv 
Do on a? cos usinu . . . 
Mi Lose — sin v cos v 
(| —sinv 0 cos v 
M=0. 
cosv o —etgu = sinv 
N 1 GERE) ašcosusinču gio No 
N= (FP, = nm —— _ 
mw. a*cosu : 
; — cosv — siny 
= asin?u (ctg u). 


N =asihucosu. 
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Tada je normalna zakrivljenost: 
—actguy +asinucosu du 
aeguu+agsiču > HK" av 


m 


Glavne zakrivljenosti dobit ćemo kao ekstremne vrijednosti funkcije: 
F(u) = (aK, ctg'u + ctg u] 2+ [a K,sinžu — sinu cosu] = 0. 
imamo: 


(oF 
Podno K 2 = 
2laK,cig'u + cigulu =0. 


Ekstremne vrijednosti dobijemo eliminiravši u iz malo prije dobivenih 
jednadžbi. 


Dobijemo: 

Ko= - u 

: a 

= Sigu 
a 
Gaussova zakrivljenost jest: 
zu tgucigu i 
K=K,K, si mie 


Srednja zakrivljenost jest: 


Krk, _ gu-igu 
H 2 5 o2a ' 


Gaussova zakrivljenost K = Fea je, dakle, konstantna i negativna (vidjeti 
$ 9.7). 

S obzirom da je Gaussova zakrivljenost negativna, to se na pseudosferi 
nalaze same hiperboličke točke, 


Zatim, jer je F==01 M =0, to su koordinatne u i » krivulje ujedno i (glavne) 
krivulje zakrivljenosti. 
Ovo se također vidi i iz jednadžbe (prema (20)): 


du? -dudv dy? 
a*sin'u 0 a'agu i =0, 
asinucos u 0 —actgu 


+ 


odnosno: 
dudv(a'sinucigu +a*sinucosuctg?u) =0. 


Odavde jedu =0idv=0,pajeu=c,iv=c,, ato su koordinatne krivulje. 
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O 
ii 
a] 
Da 
u 
pu 
H 
bo 


323. Naći glavne polumjere zakrivljenosti elipsoida: 


2 2 
x y Za 

lak + =1. 
al bd 


u točki (0, 0, c). 
Ako uzmemo parametrizaciju 
#= (asinucosv, bsinusinv, ccosu) 


(kao u zadatku 227) onda dobivamo: 


Fo (acosucosv, bcosusinv, -csinu), 

= (-asinusinv, bsinucosv, 0), 
pa u točki T= (0, 0, c) (u=0, v= proizvoljan) 
dobijemo: 

;xA=0, 

točka T, dakle, mije regularna točka u odnosu na tu parametrizaciju. 
Radi toga treba uzeti neku drugu parametrizaciju elipsoida i to takvu da je 
u odnosu na nju točka T regularna. Uzmimo parametrizaciju (vidi zad. 214. 
i 270): | . 
f= (uv, zlu v)i. 
Kako je prema zad. 270. i 318: 

E=1+p', F=pq G=1+q', te 


s t 


Vitpia o Me+pra ATE 
i kako u točki 7 vrijedi: 
€ 
p=2,20, qan=0, reža= - <, 
e 
s=zae=0, I=2,= > ša 


to je u toj točki; 
€ € 
E=1, F=0, G=1, L=-2, M=0, N=-3r 
Lako se vidi da je u ovoj parametrizaciji točka F regularna. 
Normalna zakrivljenost u točki T jest: 


PR nea 
pe # bi 
kar zrun 
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Glavne zakrivljenosti dobit ćemo kao ekstremne vrijednosti funkcije: 
a ro: €.\. 
PG) = (K+ <) bd (x, +5) = 0, 


aF F € 
2 e Koko ku=0.., * 
Gu +5): sk i 


Eliminiravši u dobijemo glavne zakrivljenosti u točki 7 elipsoida: 
Cc € Ba 
Ker Mj 


Glavni polumjeri zakrivljenosti prema tome jesu: 
()--£ bd: 
Kh 0 I 


Glavne zakrivljenosti dobit ćemo i na drugi način kao rješenja jednadžbe 
(prema (18)): 


x*-2Hx+K=0. 
Kako je prema (16) i (17): 


_ IN-M___ 
EGF a2b?" 
He ZNo2iM+LG > ela bi 
2(EG-F) 2ačb?! > 
to je! 
Ki2 = H+ Va'-K, 
odnosno: 
Ko= c(a2+b?) €? (TH Tb 
am to (o Eb 
pa je na kraju: : 
c sE 
Ki= Sie k= porno 


324. Naći normalnu, glavne, Gaussovu i srednju zakrivljenost rotacione piohe 
(vidi zad. 215), te (glavne) krivulje zakrivljenosti: i j 


x=f(u)cosv, y=f(u)sinv, z=g(u). 
Kako je prema 268. i 319. zadatku: 
E=f%4g", F=0, G=f', W'=f"(f%+g), 


po LELE. (Mer No= Je 
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to je normalna zakrivljenost: 
na M _ (Fg'-f"g') duž + fg' dy? 
pe Vrt+ g" +72) du? +f2dv?] 


Iz funkcije: 


Foj= (KU eda = Fen +1 
du 


dv' 


o jrva- -fe'=0, 


dobivamo glavne zakrivljenosti: 

flg" _ f"g' k= g' 
Greg)? , 2 IU Pg) , 
Gaussovu .zakrivljenost: ' 


Ko= 


i srednju zakrivljenost: 
- 10g # —f"g' ) k g re 
2f(f2+8%) 
Budući da je F=0 i M=0, tada su krivulje zakrivljenosti ujedno i 


koordinatne # -—i vw — linije, tj. krivulje zakrivljenosti su pret i meridijani 
rotacione plohe. 


325. U zavisnosti o realnom parametru zm diskutirati vrstu točaka na plohi: 
Na. z=mxy. 
Naći drugu diferencijalnu formu te plohe. 
Prema zad. 318. i 321. imamo: 
r 0 


= == m z == 0, 
Vl+p'+q? Vi +m?x? + m2y? 
S m 
M = —== 
fGPre Vimdrayi 
| Noemi us ani marek mn g 70, 


Vi+p+ag? 


pa je druga diferencijalna forma: 


js 
Vl+m?x*+ my? 


Označimo sA = LN— M", 


Vi + + max + my? 


156 


326. 


pa je: 


m? 


[+mžaž+ my? 


Kako je nazivnik uvijek pozitivna veličina, to je: 
a) za eliptičke točke: 
A>0 odnosno -m?>0. 
(Ni za jedno m ploha nema eliptičkih točaka.) 
b) za hiperboličke točke: 
A<0 odnosno: —rm?<0. 


Za svaki m #0 točke na plohi su hiperboličke. Ploha je hiperbolički 


paraboloid. 
€) za paraboličke točke: 
A=0 odnosno —m=0, 
Za m = 0 (tada ja zadana ploha ravnina), 
ploha ima sve točke paraboličke. 
ispitati oblik plohe: 
F=(uv,už+v), uveR 
u okolišu točke O = (0, 0, 0). 
Prema zad. 318. i 321. ploha ima jednadžbu: 
z=x+)y?, 
pa računajmo koeficijente prve i druge diferencijalne forme: 
E=1+p?, F=pg, G=1+gq7, Wl=1+p+9q?, 


r S t 
"Ww M = <; N=-5 
kako je: 
p=2x q=2y r=2 s=0, t=2, 
to je:“ 
E=1+4x, F=4x), G=1+4y', W'=1+4x+4)y?, 


pje Meža 
= = = — 
L=5>;, M=0, N ' 
Točka O = (0, 0, 0) je kružna, jer je ispunjen uvjet: 
L:M:.N=E:F:G. 
Nadalje odredimo: 
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327. 
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. Ostale točke plohe su eliptičke, jer je uvijek A >0. U okolištu točke 


O = (0, 0, 0) ploha se nalazi sva s jedne strane tangencijalne ravnine, jer je 
to svojstvo eliptičke točke. Ploha je kružni paraboloid. 

Naći asimptotske linije i asimptotske smjerove plohe z =/f(x, y), pa zatim 
dobiveni rezultat primijeniti na plohu: 


+. 
pa 


z= 


x [u 


Jednadžba asimptotskih linija glasi: 
Ldy+2Mdudv+N dy? =0, 


a asimptotskih smjerova: 


r du 
Lu+2Mu+N=0, un= ST 


Kako je prema zadatku 318. za plohu z = f(x, y): 
t 


r s 
L= ==" = = N= ===, 
Vl+pi+a? Vl+p*+q* Vl+p'+q? 


to jednadžba asimptotskih linija glasi (njihova projekcija na ravninu KOY): 


M 


r 2s : t 2 
ao d + = drxdy + eg dy =0, 
Vi+p'+aq? Vi+p'+q' Vi+p*+a 


odnosno: 
rdxž+2sdxdy+tdy =0. 


Jednadžba asimptotskih smjerova pak glasi: 


2 S _ dx 
ruč+2su+i=0, sar 
pa 
Za plohu z = s imamo: 
2 2 2 2 
ke SOTER kat pmakoa 
PT = xiy , q=&= xy , # Za nać 
- (x+ y?) 2x 
s= 2 = x*y? .Đ ia, mg 


pa je jednadžba asimptotskih smjerova: 


mnm 


2y a 2(224)?) dk, 
Jeo e : 


x xy? y 


odnosno: : 
sw-xyQč+y next = 0 
Asimptoiski smjerovi su rješenja gornje kvadratne jednadžbe po u: 


GR) E JAG + Yodi oxye+yje lev 
2y š 2y“ 


_zyllčty) E (2-9) 
Di 2y* 3 


ŽE) 


Uh, 


Prvi asimptotski smjer jest: 
xy[(2+y) u (x*—y)] x 
si pote 


2y“ i 
a drugi: 
_ Det) e-mi_«# 
“i 2y* Je 
Asimptotske linije se mogu odrediti iz asimptotskih smjerova stavivši da je 
2 da 
KS 
Prva asimptotska linija ima diferencijalnu jednadžbu 
ad 
dy oy" 
odnosno: 
dx dy 
Zo 


Prva asimptotska linija pripada familiji krivulja: , > 


i 1 : 
E te ' (1) 


Dakle, asimptotske linije su presječne krivulje plohe i familije hiperboličkih 
valjaka (1) kojima su izvodnice paralelne s osi OZ. ; 


Druga asimptotska linija ima diferencijalnu jednadžbu: 
' dx x 
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odnosno: 


dx dy 


No Ka 
Druga asimptotska linija je familija: 
y=Cx. 
Dakle, ravnine kroz os OZ sijeku plohu u asimptotskim linijama, 
328. Naći asimptotske linije katenoida: 
x=chucosv, y=chusinv, z=u, ueR, ve [0,21]. 


Imamo: 
E=(shucosv)'+ (shusinv)?+(1=shču +1, 
G=(-chusinv)?+(chucosv)*  =ch*u, 
F=0, . 
W2=EG-EF=chju;j 
i 
i shucosv sh u sin v 1 
L= : —- chusin v chucosv 0 =-i1, 
chću 2 
chucos» ch usiny 
id shucosyv shusinv 
M = dd — ch usin v chucosv 0 (=0, 
ch“u i 
— shusinv sli u cos v 
' ' sh cos v shusinv 
N = , | o —ehusinv ch u cos v O | =1 
chću 
— chucosv — ohusinv 0 


Jednadžba asimptotskih smjerova glasi: 
Luč+2Mu+N=0, 


odnosno: 
-W+1l=0, 
a asimptotski smjerovi jesu: 
Mha= 21 
Asimptotske krivulje dobijemo kao rješenja diferencijalnih jednadžbi: 
Medo 
dp“ 
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329. 


330. 
331. 
332. 


333. 
334, 


335. 


336. 


337. 


338. 


339. 


340. 


341. 


du= + dv, 

i glase: 
u+v=c, 
u>v=e. . 


U zadacima od 329. do 337. naći drugu diferencijalnu formu slijedećih 
(rotacionih) ploha: ; 


x=asinucosv, y=asinusinv, z=ccosu, u e [0,1], v e 10,2], (rota- 
cionog elipsoida); A 


x=Rocosv, y=Rsinv, z=u ueR,v e [0,21], (kružni valjak); 
x=uc0sv, y=usinv, z=ku,ueR,v e [0,2x], (kružni stožac); 


x=achucosv, y=achusinv, z=cshu ue R,v e [0,21], (jednoplošni 
rotacioni hiperboloid); 


x=ashucosv, y=ashusinv, z=cchu, ueR, ve [0,2], (dvoplošni 
rotacioni hiperboloid); 


x=aucosv, yeausinv, z=u', ueR, ve [0,2m], (rotacioni parabo- 
loid); 


x=(a+bcosu)cosv, y=(a+bcosujsinv, z=bsinu, u ve [0,21], 
(torus); : 

. : : u 
X=asnucosv, y= asinusinv, za(m te + cou | ueR,,ve [0,23], 


(pseudosfera); 
u u. 
x=ach pd Cosv, pzach m snv, z=u, ueR, ve [0,21], (katenoid). 


Naći drugu diferencijalnu formu helikoida: 
Xx=Qaucosv, y=ausinv,z=bv, uve R. 
Ako je druga kvadratna forma plohe: ' 
z=/f(6 9) 


identički jednaka nuli, tada je ploha ravnina ili njen dio. 
Dokazati. 


Naći glavne zakrivljenosti, zatim Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe: 
Z= x) 
u točki M = (1, 1,1). 


Naći normalnu, glavne zakrivljenosti, Gaussovu zakrivljenost i srednju 
zakrivljenost sfere: 


X +y+z=R. 
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Dokazati da je Gaussova zakrivljenost sfere konstantna i pozitivna. 


342. Naći glavne polumjere zakrivljenosti plohe: 
€" COSx = Cos) 
u točki T= (0, 0, 2). 
342. Naći glavne zakrivljenosti plohe (eliptičkog paraboloida): 


x? * 
Zadie? 
P 4 


u točki T= (0, 0, 0) (vidi zad. 372). 
344, Naći glavne polumjere zakrivljenosti i glavne smjerove plohe: 
F=(x,) 2), x, yeR. 
345. Naći glavne zakrivljenosti rotacionog paraboloida: 
z=a(x+y) 
u točki (0, 0, 0). 
346. Naći Gaussovu i srednju zakrivljenost hiperboličkog paraboloida: 
z=ax)y 
u točki x=y=0. 
347. Pokazati da je srednja zakrivljenost helikoida: 
xmucosv, y=usinv, z=ecv jednaka nuli. 
348. Pokazati da je srednja zakrivljenost katenoida: 
K+ 
z=aarch ——-—— 


jednaka nuli. 


349. Naći srednju i Gaussovu zakrivljenost plohe: 
1 i COS ax 


z = — 
a cosay 


u točki x=y=0, 
350. Naći Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe: 
F=(1u,v, au), uveR. 


351. Naći Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe: 


r= (u v, =), u ve R, u+v#0, 
u točki (1, 1). 
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352. Odrediti Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe: 


353. 


354 


355. 


357. 


358. 


359. 
360. 


361, 
362. 
363. 
364. 
365. 


366, 


F=(a(t+v), b(u-—v), ww), uveR. 


Naći glavne, Gaussovu i srednju zakrivljenost, te glavne smjerove rotacionog 
stošca; 


x+ mazi, 


. Naći normalnu, glavne, Gaussovu i srednju zakrivljenost, te krivulje zakriv- 


ljenosti rotacionog elipsoida: 
F= (asinucosv, asinusinv, bcosu). 


Naći normalnu, glavne, Gaussovu i srednju zakrivljenost, te krivulje zakriv- 
ljenosti plohe: 


x=e-“cosv, y=zeč“sinv, z=ln(e"+ Ye“-1)-Yi-e""uveR. 


. Naći glavne, srednju i Gaussovli zakrivljenost plohe, koja nastaje rotacijom 


pravca p oko ost OZ, ako pravac p s osi OZ zatvara kut 8. 


Odrediti nepoznate funkcije f i q tako da rotacione plohe 
Vax=f(u)eosv, y=f(u)sinv, z=g(u), ueR, ve[0,22], 
2* P=(ucosv, usinv, g(u)), ueR, ve 10.2 m], 
3 F=f(u)€(v)+uk, ueR, ve [0,21] 

budu minimalne. 
Naći takve funkcije fi g da ploha: 


r=(f(cosv, fle)sinv, g(v)), uaeR, ve [0,22], 
bude minimalna. a ' 


Naći Gaussovu zakrivljenost plota zadanih u zadacima od 329. do 337. 


Pokazati da je u svakoj točki plohe: 
x=ucosv, y=usinv, z=žlu ueR, ve [0,27] 

jedna od glavnih krivulja zakrivljenosti pravac, 
U zadacima od 361. do 366. naći krivulje zakrivljenosti'na sljedećim plohama: 
hiperboličkom paraboloidu: z = axy; 
rotacionoj plohi: x =f(u)cosv,y=f(u)sinv, z=0(u),ueR,ve (0,2); 
kružnom valjku: x=Rcosv, y=Rsinv, z=u, ueR, ve[0,2r]; 
kružnom stošcu: x=ucosv, y=usinv, z=ku, | ueR, ve l[02a]j; 
na plohi: i 

F= (4+, uv vl), u Me R: 


kružnom paraboloidu: 
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367. 


368. 
369. 


370. 


ITA, 


372. 


373. 
374. 
375. 
376. 
377. 


378. 


379. 


380, 
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F=(u4v,u+v), uveR. 
Na ravnini i na sferi svaka krivulja jest krivulja zakrivljenosti. Dokazati. 
Pokažati da je na ravnini i sferi svaki smjer ujedno i glavni smjer. 
Dokazati da su koordinatne krivulje plohe ujedno i krivulje zakrivljenosti 
tada i samo tađa kad je 
F=0 i M=0. 
Pokazati da su koordinatne krivulje plohe: 
r=(3u-w+3uv, v-3Zuv-3v, 342—3v,), uveR 


ujedno krivulje zakrivljenosti. 
Naći koeficijente prve i druge diferencijalne forme. 


Naći krivulje zakrivljenosti elipsoida: 

x yo oz 
++ =1 
a? , b? c? 


Naći prvu i drugu diferencijalnu formu, Gaussovu i srednju zakrivljenost, te 
krivulje zakrivljenosti elipučkog paraboloida: 


LEE 2 : 

2 + 2 = 22 (vidi zad. 282, 334. i 424). 
(Pp q 

Naći asimptotske linije ploha zadanih u zadacima od 373. do 385. 


hiperboličkog paraboloida z=4axy, 
F= (vcosu—sinu, vsinu+cosu, u), uveR, 
Z=(3u+3v, 3už4+3v, 24 +24"), 
f=(ucosv, usinv, V2u), ue R, ve l0,2xm], 
F=((1+u)cehv, (1-u)shv, u), uveR, 


uveR, 


pseudosfere: 


u 
P= Piuesse, asinusinv, a(cosu +lnig 2)). 
\ 
uER,, ve [0,23m), 


2 
= luć4n uw+uv, aziv)h uveR, 


rotacione plohe: | ' 
a) x=f(u)cosv, y=f(u)sinv, z=g(u), ueR, ve [0,20], 
b) F=tcosgi+isingj+lnik, ueR,, ve [0,21], 


381. 
382. 


383. 


384. 


385, 


386. 


387. 


388. 


389. 


390. 


391. 


392. 


F=(u,uw,f()), 
hiperboličkog paraboloida: 


uveR,. 


P= (auch, y=bushv, z= 


jednoplošnog (rotacionog) hiperbaloida: 


x=achucosv, y=achusinv, z=cshu, ueR, ve [0,27], 
torusa: 


x=(d+bcosuj)cosv, y=(at+bcosu)sinv, z=bsinu, u ve [0,24], 
BA 1 2 

zaga ćja ie 2 

Z= Xxare (2) > Da +9). 


Pokazati da na helikoidu: 


X=aucosv, y=ausinv, z=bv, uveR 
jedna porodica asimptotskih krivulja jesu pravci, a druga zavojne krivulje. 


Dokazžati da bi koordinatne krivulje plohe bile ujedno i asimptotske linije 
nužno je i dovoljno daje N=0iL=0. 


Dokazati da je asimptotska mreža krivulja na plohi S ortogonalna, ako je 
srednja zakrivljenost od S jednaka nuli. 


Naći projekcije na ravnini XOY asimptotskih linija plohe: 
: = (uv uy), uveR 
Zadana je krivulja: 


F== (achtcost, achtsint,at), te R. 


Pokazati da ova krivulja leži na plohi 
X +? = ažeh? rs (katenoid) i da je asimptotska linija te plohe. 
Zadana je ploha S: | 

= (Va cos v, Vu sin y, 2) , ueR,, ve 10,2 m]: 


1* Napisati jednadžbu ove plohe u obliku 2 = f(x, y). 
2* Pokazati da je mreža koordinatnih krivulja od S ortogonalna. 
3% Odrediti asimptotske linije plohe S. 


Zadana je ploha: 
Pia ise, u) , ueR\O, veR, 
f barem dvaput diferencijabilna funkcija, 
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393. 


394. 


395. 


396. 


397. 


398. 


399, 


400. 


401. 


402. 


403. 


404. 
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1% Odrediti funkciju f(») tako da koordinatne linije u = const, budu istovre- 
meno i asimptotske linije plohe (uz uvjet » = 1, f(v) = 1). 
2* Pokazati da je torzija asimptotskih linija nula. 


Zadana je ploha S: 


= (a 2) - si +2) H . 
r soo vt 5 COSU; 5 v a Simu; 
e[0,2x], ve R\O. 


1" Napisati jednadžbu plohe 5 u obliku F(x, y, z) =0. 

2% Kakva veza mora postojati između konstanti a i h da bi mreža koordinat- 
nih krivulja plohe 5 bila ortogonalna ? 

3% Odrediti asimptotske linije ove piohe. 

Naći eliptičke, paraboličke i hiperboličke točke na torusu: 

z=bsinu, u. ve [0,21]. 


x=(a+bcosu)cosv, = (a+bcosu)sin v, 


U zadacima od 395, do 403. ispitati vrstu točaka na sljedećim plohama drugog 


reda: 
. 22 


MR X DE 
elipsoidu: pi si + == 1, 
a 2 52 
ip : X y H : 
jednoplošnom hiperboloidu: sa dase. dii = 1 (vidi zad. 229), 
Ea idi zad. 230 
dvoplošnom hiperboloidu: a + mE SET esej 1 (vidi zad. ), 
: xy? je 
eliptičkom paraboloidu: Za + s“ 22 (vidi zad. 228) 
ia i e 233 
hiperboličkom paraboloidu: EI 2z (vidi zad. ), < 
stošcu: x? + y? = z? (vidi zad, 232), 
5 )? 
eliptičkom valjku: Spa 
paraboličkom valjku: x*=2pz, 
£... 02? 
hiperboličkom valjku: pini 1 


Ispitati vrstu točaka na katenoitlu: 


u u 
x=ach-—cos*, y=ach-sinv, z=u ueR, re [0,21]. 
a 


RFE RR erat mene momente eneenapep enne Rnanana 


U zadacima od 405. do 407. ispitati vrstu točaka na piohama koje nastaju 
rotacijom sljedećih krivulja: 


405. sinusoide y = sinx, z=0, oko osi OX, 
406. krivulje y =Inx, z=0, oko osi OX, 
407. krivulje y= nx, z=0, oko osi OY. 


408. Sinusoida y = sinx, z =0, rotira oko osi OX. Naći na rotacionoj plohi kružne 
točke, : 


409. Naći kružne točke fotacionog elipsolda: 


x=asinucosv, y=asinusinv, z=ccosu, uel[0,m], ve ([0,2m]. 
410. Naći kružne točke rotacionog paraboloida: KE 
x=aucosv, y=ausnv, z=u, ueR, vel[0,2a]. 


411. Naći uvjet za kružne točke plohe: 
z=f(xy). 
412. Naći kružne točke eliptičkog paraboloida: 
2 2 
MN ona 
P 
413. Naći kružne točke na elipsoidu: 
2 2 
KAJE 


ut (dh? 


(b>0, q>0). 


PA 
+-r=1 
cŽ 


414. Naći geometrijsko mjesto paraboličkih točaka na plohi: 


x=u+v y=uv, z=i+v, uveR. 
415. Dokazati da su sve točke plohe: 
x+y=z? 
paraboličke. 


416. Pokazati da su kružne točke karakterizirane jednakosti: 


H=K. i 
417. Naći kružne točke plohe: 
xyz =a 
418. Zadana je ploha: 
9 
=2x + 
sera 


1* Naći u ishodištu koordinatnog sustava jednadžbu Dupinove indikatrise. 


167 


2* Izračunati u ishodištu koordinatnog sustava radius zakrivljenosti normal- 
nog presjeka čija tangenta zaklapa s osi OX kut od 45%, 


419. U ishodištu koordinatnog sustava naći jednadžbu Dupinove indikatrise na 
plohu: 
=(uv, uv), uveR' 
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$ 10. Geodetske krivulje 


10. 1. Weingartenove i Gaussove derivacione formule. Christoffelovi 
simboli prve i druge vrste 


Derivacione formule za plohu jesu analogon Frenet-Serretovih formula za 
krivulje. One izražavaju derivacije vektorskih funkcija N*% #, # kao linearnu 
kombinaciju tih funkcija a koeficijenti su funkcije Gaussovih veličina prvog i 
drugog reda. 


a) Weingartenove derivacione formule glase: 


+ FM-GL _ FL-—EM _ 

N- EG- E EGET Fe 0) 
šo FNZGM o, FMZEN 
"7 EG-FI“ 0 EG-F 


b) Rodriguesove formule su specijalan slučaj Weingertenovih, ako su krivulje - 
zakrivljenosti plohe ujedno parametarske linije (F==0, M = 0) i glase: 


= > Ko (2) 


6) Gaussove derivacione formule glase: 
Raz UGARCI A+ LN, 
Bo= (VJ A+ A+ MN", (3) 
Faze) AUS) A+ NN", 


odnosno kraće: 
na > Fu Po Fu) o 
= GAO) A+ EUČEČENE No, (3a) 


VEG > F* 


i=uv j=uv 


d) Ovdje se simboli oblika: 


(H)=T, Lpk=uv : 
zovu Christoffelovi simboli druge vrste, a definirani su pomoću Christoffelovih 
simbola prve vrste oblika: 


[6] ra Ti 


na sljedeći način: 
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(«16-[/]F 


EG-FL 


Li) = L% = 


' (4) 
ij v m E- su 
( 3 = Ti = LElE= IP 
EG — F? : 
i=u,v; j=u,v. 
Christoffelovi simboli prve vrste definiraju še na sljedeći način: 
pj il= TA Za Fe 
a računaju se ovako; 
bj 119(5:A) BA) (2:8) 
EE grao keS i : n Na. £* 0 
(J=ZpPZ+ 2EM AED, (65) 


ipk=uv 
Izrazi u zagradama su skalarni produkti vektorskih funkcija, dakle realne funkcije. 


Christoffelovi simboli prve vrste omogućuju da se skalarni produkti fy:# 
izraze pomoću Gaussovih veličina prvog reda i njihovih derivacija i dani su 
tablicom 6. 


Tablica 6. 


6, 
Bu div Bu (Ga) 


URA) BAK) BLA) 
gu ov av 


| 
| es 

L [2,201 sj E 
| 


bI 
KA 
I 

ra 
HI 


Šu 4 U GUANREI GRA NEKI20) | + Gt 


21 Sv ay rai ko 


Iz jednadžbi (4) dobiju se izrazi za Christoffelove simbole prve vrste pomoću 
Christoffelovih simbola druge vrste direktno: 


UJ = UV E+C VE, 0 
[= (sI F+U 4) G. 
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E Ši a da 1 daa po aaa dk Lk bn šik oda ae 2 


Pomoću formula (4) i (6a) dobiju se izrazi za Christoffelove simbole druge. 
vrste izraženi pomoću Gaussovih veličina prvog reda i njihovih derivacija: 
GE, -2FF,+ FE, 
.2(EG-F') 


- FE,+2EF,— EE, 
NEG-F). 


(o zo FG SE 


# \a T* 
( v ) Er Tar 


GE,- FG 
“== 
U) NEG FJ (8) 
EG, FE 
moa pa a u u LE 
ba) (EG- F9 
(o) ra, e 22804268, - 66, 
PO IBERIJA 
' EG,-2FF,+ FG 
z Ka m fr, u D u 
Ve NEG-F") 


10.2. Gaussov theorema egregium. Mainardi-Codazzi-Petersonove 
jednadžbe 


a) Gaussov theorema egregium izražava Gaussovu zakrivljenost 


A M: . 
K= S samo pomoću fundamentalnih veličina prvog reda i njihovih prvih 
i drugih derivacija. Vrijedi: ' 
E F i Je) e ; E i F ren) 
ka 1 F G [ell . F G ej 
(EG S: F%Y a[* "1 KJ ru *J “ a 
[4 EI « pra av [S]IG-O 
' (9) 
a zbog jednadžbi (6a): 
i 
E F F,-5G, E. BE 
K : F G >G Ft e 
(EG + F2) ' 2? 
1 1 i 1 : 
usadi Fa Fo TG —E, sG, 9 
Loa F 2 E, uw 2 F 2 2 1 
(Da) 
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odnosno uz oznaku Wil=EG-F: 


ERE] 
LN— M? i POE JAVE EE 92/,-G 
K=- = F E, F, i | 4 Ž u 
: EG-—F* 4W* 2W Sul wW + Ti W | 
GG, 6, (10) 
Iz jednadžbe: (9) dobije se: 
i. 
E F F-=zG, E Fo ) 
] 
IN-M*= ; F G = G | F G G 
“TE 7 EG-F! PP Z : X 
i 1 1 1 Li 
babu ska, PaPa Du O | 
3 Ee u e F ZA za sE 29 0 
(13) 
b) Mainardi-Codazzi-Petersonove jednadžbe glase: 
E EG E 
' : i 
t hi 
by . M, Bag LA asi 4 TA aKa i iu i za * 
i H(E-F)+ Iwi F Fi M 0 
Cc Gu N 
(12) 
E £L L| 


2W* 


M,- -M-HR- 6,42 F E o M|=0, 


gdje je H srednja zakrivljenost plohe. 

Ove jednadžbe (12) zajedno s jednadžbama (11) i (10) kazuju da 6 funkcija 
E, FG, L, M,,N ne mogu biti nezavisne funkcije, nego između njih postoji 
zavisnost izražena jednadžbama (10), (11) i (12). 
Vrijedi Bonnetov teorem: Ako 6 funkcija £, KF, G, L, M, N zadovoljavaju 
jednadžbe (11) i (12) [(10) i (12)1 tada postoji jedna jedina ploha, koja je 
pritom određena s točnošću do njenog položaja u prostoru i za koju su ovih 
6 funkcija fundamentalne veličine prvog i drugog ređa, 

Jednadžbe (10) ili (11) i (12), tj. Gaussove i Mainaradi-Codazzi-Peterson 
predstavljaju uvjete integrabilnosti Gaussovih derivacionih formula, 
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mere) 


10.3. Geodetska zakrivljenost 


Geodetska zakrivljenost K, krivulje a:/-> S na plohi S u nekoj točki P je 
zakrivljenost ortogonalne projekcije & te krivulje na tangentnu ravninu i dana je 
formulom: 

K, = xsin 8, (13) 
gdje je x zamro krivulje a na plohi 5, a 8 kut između njenog orta glavne 
normale #9" i orta normale N" na plohu u točki P. 

Prema Meusnierovu teoremu ($ 9.4) veza između normalne zakrivljenosti, 
geodetske zakrivljenosti i zakrivljenosti neke krivulje na plohi glasi: 

Kl+Ki=2. (14) 
Ako se dvije plohe S, i S, dodiruju duž jedne krivuije a, onda je geodetska 
zakrivljenost a isto tako i normalna zakrivljenost u svakoj točki te krivulje u 
odnosu na jednu i drugu plohu jednaka. 


Ako je krivulja na plohi S zadana jednadžbom = (s), tj. ako je parametar 
duljina luka te krivulje, disa zakrivljenost poprima oblik: 


= (19,10, N). (15) 
Ako je pak krivuija na Pu S zadana jednadžbom F = # (£), gdje t nije duljina 
luka, tada izraz za geodetsku zakrivljenost glasi: 


K=LAM (18) 


Kako se krivulja nalazi na plohi S, ona dopušta prikaz oblika: 
F=F(u(t),v())h 
pa izraz (16) za geodetsku zakrivljenost poprima oblik (W?= EG — F*): 
W_ tik (s Je (S Juve (a 
(Eu! +2 Fiv+ Gy?) dva [JAH 2 (SJ + (5) 


KR m2 (17) 


10.4. Geodđetskelinije 


Geodetskom linijom plohe S zovemo onu krivulju plohe 5 koja u svakoj točki 
ima geodetsku zakrivljenost jednaku nuli. 
Geodetske linije na plohi S igraju istu ulogu kao i pravci u ravnini, u smislu 
da su pravci najkraće spojnice točaka koje na njima leže (vidi $ 10,6). 
Diferencijalna jednadžba geodetskih linija na plohi glasi: 
K,=0, (18) 


odnosno: 
using = 0. 
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Diskutirajmo gornju jednadžbu: 
1. ako je sin8=0, onda je 8=0 ili x, pa je tada glavna normala krivulje 
kolincarna s normalom na plohu, ' 


2, ako je x =0 onda je krivulja pravac na plohi; 
geodetske linije plohe prema tome jesu: 


1. krivulje kod kojih u svakoj točki oskulaciona | normalna ravnina padnu zajedno 
(padaju zajedno i glavna normaja krivulje i normala na plohu), 


2. pravci koji leže na plohi. 
Nadalje, jednom točkom plohe prolazi beskonačno mnogo geodetskih linija, 


dok jednom točkom plohe u jednom određenom smjeru prolazi samo jedna 
eodetska linija. 


Na sferi su glavni krugovi geodetske linije. 


Na kružnom valjku geodetske linije su kružne spirale (ort glavne normale 
spirale je kolinearan s ortom normale na valjak), izvodnice valjka i kružnice 
(normalni presjeci). 

Diferencijalna jednadžba geodetskih linija prema (15) i (16) glasi: 

(99 N)=0, (19) 
odnosno: 
(EN) =0, (20) 
ili skalarno (zbog $ 7.1): 


9(y z) 8(z, x) a(x, 9). 
9(u v) 9(u, v) o(u, v) 
* ) ž =0. (20a) 


Krivulja F= 7(u (1), v(t)) je geodetska linija na plohi ako i samo ako (prema (17)) 
vrijedi: 
iP — Vi (SJA (2 (1) — (JAH (2) 
> 29)? (9) = 0, (21) 
odnosno (pomnoživši (21) s d£?): 
dudžv— dvaču+ (",")dič+ (2 (3-4453) duzždv + 
HP dude! e. ")dv?=0, (22) 


Ako je krivulja na plohi parametrizirana duljinom Juka, tj. Z= F(u (s), v(s)), tada 
umjesto jednadžbe (21) imamo sljedeći Sustav diferencijalnih jednadžbi geođetskih 
linija (uz upotrebu Christoffelovih simbola prve vrste): 


Eu" +Fv"+[",Ju*+2[ luv! + ["]u7=0, 
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R 
H 
H 
i 
H 
i 


' : (23) 
F4 Gy" + [","]u7+2 [6 ]u'v'+ Dolv?=0, N : 

gdje su nepoznate funkcije u (s) i v(s). 

Sustav diferencijalnih jednadžbi (23) za geodetske linije na plohi uz upotrebu 

Christoffelovih simbola druge vrste glasi (normalni oblik): 


u'= > (u 2 Ju 
še: (24) 
vr (Ju? 2 Juv— (59), 
Nau du, dvo, du dv 
gdje je s duljina luka geodetske linije, dare PR ge 


jednadžbe (24) vrijedi i identitet: 
: Eu?+2Fu'v'+Gv?=1. ; 


19.5. Geodetske koordinate 


= Koordinatna mreža zove se geodetska ili polugeodetska ako se sastoji iz 
jednoparametarske familije geodetskih linija i njihovih ortogonalnih trajektorija. 


Ako su u-krivulje geodetske linije, tada diferencijalna jednadžba (21) radi 
v = const. poprima oblik: 
bh 1 ( : ) u = D, 
odnosno zbog (8): 
EE,-2EE,+ EF =0. (25) 


I obratno: Ako vrijedi (25) onda su koordinatne u-krivulje geodetske linije. 


Ako su x-krivulje geodetske linije, a v-krivulje njihove ortogonalne trajekto- 


“rije, onda prva diferencijalna forma (odnosno ds) poprima oblik: 


ds= E (u)du2+ G(u, v)dv? (26) 


. i obrnuto. Pritom £ (u), znači funkciju samo od u, Analogno, ako su v-krivulje 


geodetske linije, a u-krivulje njihove ortogonalne trajektorije, onda prva diferen- 
cijalna forma poprima oblik: 


ds=E(uv)du'+G(v)dy? (27) 
i obrnuto. Pritom G (v) znači funkciju samo od v: Naime, da bi koorodinatna 
mreža bila geodetska iz (25) slijedi EE,=0 (jer je F= 0), odnosno E=0, tj. 
E = E(u). Analogno, ako su v-krivuije geodetske linije iz (21) i (8) dobije se uvjet 
GG,-2GF,+ G,F = 0, odakle za geodetsku mrežu izlazi G = G (v). 
Nezavisnost funkcije £ (u) od varijable v (odnosno G(v) od varijable u) 
omogućuje da se prva diferencijalna forma pojednostavni., ' 
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Teorem 1: Ako je (u, v) geodetska koordinatna mreža na plohu u kojoj su 
ie-krivulje geodetske linije onda se transformacijom E 


i= [VE(u)d u, "av 
dobije mreža (i, #) na plohi u kojoj prva diferencijalna forma ima oblik: 
' dgž=di2+G(d, p)dy. 
Uobičajeno je poteze izostaviti i pisati: 
ds*=du*+G(uv)dv". (28) 


Iz (28) se vidi da parametar u na parametarskoj u-krivulji ima značenje duljine - 


luka (tada je v =const.). Vrijedi i obrnuto: Ima li prva diferencijalna forma u 
nekoj koordinatnoj mreži na plohi oblik (28) tada je ta mreža geodetska. 


Teorem 2: Ako je (u, v) geodetska koordinatna mreža na plohi u kojoj su 
v-krivulje geodetske linije, onda se transformacijom 


= (1 VG(v)jav, i=u 
dobije mreža (i, 6) na plohi u kojoj prva diferencijalna forma ima oblik: 
ds=E(4, 5)du?+dv. 
Uobičajeno je poteže izostaviti i pisati 

ds?= E(u, v)duŽ + dv?. ' (29) 
Iz (29) se vidi đa parametar v na parametarskoj v-krivulji ima značenje duljine 
luka (tada je u =const.). Vrijedi i obrnuto: Ima li prva diferencijalna forma u 
nekoj koordinatnoj mreži na plohi oblik (29), tada je ta mreža geodetska. 


Kraće se kaže da Gaussova parametarska (u, v) mreža čini geodetski ili 


polugeodetski koordinatni sustav uz uvjet (28), odnosno (29), a parametri ii v jesu 
tada geodetske ili polugeodetske koordinate. 

Duljina luka geodetske w-linije između dvije v-krivulje u = in i u = u, ne zavisi 
od v i jednaka je za sve u-krivulje, tj. iz ds = du (v = const.) proizlazi: 


s= Pdusuw-u. (30) 


Proizlazi rezultat; Duljine tu- 
kova ma svim geodetskim lini- 
jama svake familije geodetskih 
linija između dviju njihovih or- 
togonalnih trajektorija jesu jed- 
nake (sl. 50). Zato se parame- 
tarske v-krivulje zovu geodetske 
paralele, 


A 
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10.6. Geodetska linija kao najkraća spojnica dviju točaka na plohi 


Neka su na plohi S zadane dvije točke A i B. Pitamo se, koja je najkraća 
spojnica tih točaka na plohi? Pokazuje se da se za opću plohu ne može dati 
odgovor na postavljeno pitanje. 


No za neke jednostavnije slučajeve moguće je dati nužđan uvjet. Taj nuždan uvjet 
zbog (15), (16) i (18) glasi: 


(9,7%, N)=0, 
odnosno: : 
(7, #.N)=0. 


Ovo je dakle nuždan uvjet koji mora zadovoljavati najkraća spojnica točaka A i 
B plohe. 
Geodetske linije imaju ovo lokalno svojstvo minimalnosti: 
Geodetske linije na plohi su krivulje koje imaju lokalno svojstvo najkraće spojnice 
dviju točaka na plohi. To svojstvo možemo i ovako izreći: Geodetska linija je 
najkraća spojnica dviju dovoljno bliskih točaka plohe. 
Što znači »lokalno svojstvo« ili »dovoljno bliske točke« objasnimo na primjerima. 
Promotrimo dvije tačke A i B na sferi, A i B nisu dijametralne. Njih možemo 
spojiti s dva luka iste geodetske linije (glavna kružnica). Oba luka su geodetska, 
no manji od njih je najkraći. Ako su točke dijametralne (dakle nisu dovoljno 
blizu), njima prolazi beskonačno mnogo geodetskih linija s jednakim pripadnim 
lukovima, koji su svi ujedno najkraće spojnice tih točaka. Ili, promotrimo dvije 
točke na kružnom valjku. Tim točkama prolazi beskonačno mnogo geodetskih 
linija, tj. spirala različitog hoda, a među njima je samo jedna najkraća spojnica, 
tj. ona s minimalnim hodom. 


Dokažimo svojstvo lokalne mini- 
matnosti. Neka su A i B bliske točke i 
promotrimo geodetsku liniju g koja 
spaja točke A i B (sl. 51). Tada uvijek 
postoji polugeodetski koordinatni su- 
stav takav da je g iclinija tog koordi- 
natnog sustava. Neka je sada g, bilo 
koja druga krivulja koja spaja A1Bi 
neka ona u tim polugeođetskim koor- 
dinatama ima jednadžbu v=v (u). 
Tada je. prema (28) duljina luka s, 
krivulje g, od točke A(u) do B(u2) 
jednaka: : 


S = f [+64 »(4)) (aa, 


LI 


SLOJ. 
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dok je po geodetskoj liniji g duljina luka prema (30) 


ša Ladu (31) 


: o 
Kako je G = (50) >0, to je uvijek s; >s. Geodetska linije je, dakle, najkraća 


spojnica dviju dovoljno bliskih točaka plohe. . 


10.7. Torzija krivulje na plohi. Geodetska torzija 


1. Torzija krivulje a:f-> 5 na plohi S danoj jednadžbom F = f (1, v) može se 


izračunati pomoću formula iz $ 5.2. : 


Drugi način izračunavanja torzije krivulje na plohi jest po formuli: 


r= (FN N%) + E, (32) 


gdje je kut između orta glavne normale #7? krivulje i orta normale N" na plohi 
u točki P, 1? je ort tangente u P, s parametar-duljina luka krivulje. 


2. Geodetska torzija T krivulje na plohi u jednoj njezinoj točki jest torzija 
one geodetske linije u toj točki koja tu krivulju dodiruje. 

Sve krivulje koje prolaze jednom točkom na plohi i koje imaju u toj točki 
zajedničku tangentu (dodiruju se) imaju jednake geodetske torzije. 

Izraz za geodetsku torziju glasi: 


T=(F NN"), ' (33) 


: dg 
jer je u svakoj točki geodetske linije 0 =Kkonst. (8 =0 ili 2), FI = 0, po $ 
10.4. 


Geodetska torzija izražena pomoću Gaussovih veličina prvog i drugog reda 
glasi: 
Eu' + Fv Fu'+Gv' 
ave vra 
VEG-F. | 
Lu'+Mv 


(34) 
Mu'+ Ny 


Geodetske torzije dviju ortogonalnih krivulja na plohi u njihovoj presječnoj točki 
su jednake i protivnog predznaka: ' 


(35) > 


T4+T' m0, 
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. Zađaci 


420. Naći Christoffelove simbole F4, = (',/) za slučaj kada je prva diferencijalna 
forma oblika: i: 


dst=2A(u, v) (duž+dv?). . 

Tu je dakle E=2(u, v), P=0, G=2(u, v), W'=2?(u, v). 
1. način: : : 
Pomoću jednadžbi (6a) imamo: 


1 1 
= Im 2 =ft im eg 
Naslei= zle TaesPel= - ZA, 
4ov 1 u o» 1 
Ia «ž[ u“ ] Ta Ze Tao [ +" ] m: Ze 
> uspeti hedge 
mi u ] kn 1 A Da = » ] "2 A 
Zatim pomoću jednadžbi (4) imamo na kraju; 
pe m (0.0) m 2de u Ža. I BENA) 
nee E AT 0u o 
Aa a(lnyA 
ru= Ja pere ha (ln Kk. 
2A av 
I“ r= 4“ v = A. see o(nyA 4). 
&=(U0) 77, ovo? 
Au g(InYVA 
Da saa! = = ( n ), 
2A Bu. 
rt“ = fuv Aa pes) 8(iny4) 
mea 2A 8u 
F£ -fvov _A_ S(ln 2) 
h=(bi= 2A 8v 
II. način: 
Uz pomoć jednadžbi (8) dolazimo do istog rezultata, tj.: 
Fre=IMh,= — r* _ Žao 8(In 2) 
uu uv pv 2A Bu * 


A a(inyA). 
ru = Dim re A u PANJA). 


24 av 
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44. Odrediti plohu čija su fundamentalne veličine prvoga i drugoga reda: 
E=1, F=0, Grsir'u, L=1, M=0, N=sin'u, O<u<n. 
Treba najprije ispitati da li su tih 6 fundamentalnih funkcija međusobno 
zavisne, tj. da li zadovoljavaju zavisnost izraženu jednadžbama (10) ili (11) 
i (12). ; : j 
Jednadžba (10) je zadovoljena, jer je: 


a DRED E eco a 
m o ee : 


3 0 0 
sižu i X I 3 o 9 (- sinžu | 


siu odsinju 2 Bv £ sinu | av (o) au sinu / 
sin?u sin2u 0 


1 


ok 2sinu 


[sz (2 cos | =". 


Jednadžba (11) je također zadovoljena (što zapravo ne treba ispitivati kad je 
(10) zadovoljeno): : 


bod 
i 
1 u —-—sinžu | i i) B 
i m: 2 i. 
silu = go N GB - sinu 0 m 0 Kg sinžu 4 
inž B 2 
1 Na ' 
i 0 Q -—2e0s2u 0 — sinžu 0 
| 2 2 
, s SEVA sinu 40 
sinču = —5—[ > sinčucos2u + sinčucosuj = po = sinu 
sin“ u sin“u 


Isto tako zadovoljene su jednadžbe (12): 


EN-2FM+LG _ siaču +sinču . 


iprije H = “e = 1 
Najprije H =“ EGF") Ši 
i 0 de 
+ 
zBugi 0 0 0 i=0, 
MAO 2sinžu 
i silču  osin2u = sinu 
1 0 11 
: di i ao od 
— sin2u + Hsin2u + ——>—> 0 0 0 =(. 
2sinč u . 
sinŽu 0 sin* u 
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Ki Radar 


Plohu ćemo naći riješivši sustav Gauss-Weingartenovih jednadžbi. 
U tu svrhu izračunajmo Christoffelove simbole prve vrste iz jednadžbi (6a): 


(““1=0, [“l=0, []=0, (“,"]=sinucosu, 
["“]=—siaucosu, [","]=0. 


Zatim iz jednadžbi (4) izračunajmo Christoffelove simbole druge vrste: 


ou Š u u sud PJE — be 1 E = 
(e) ši >0 PJ a 70 


> 


PRjJES tI . Sinucosu 


( u l= WW? =0; ( E je W? ' sin? u , 
aL J]G-[PPPIF_ sičucosu ,,, JE PF 
( u )= Losa = PEr PERE ( .J U i -=0. 
sin“u W 


Do istog rezultata, tj. Christoffelovih simbola druge vrste, mogli bismo doći 
direktno uz pomoć jednadžbi (8), 


Tada je prema (1): 
+ sinu 


o _ di vj 
Nu= - Ao oNi= > 


sin? u 
SifiŽ 


sinžu 


m 


Sustav Gauss. Weingartenovih jednadžbi glasi tada prema (1) i (3): 


e_ - 
M=-f 
JO 
N= eg, 
+ 
Zo sA 
Pau 7 N > 


Fo = —sinucosuf, + sinžu N%. 
Riješimo taj sustav jednadžbi. 
Iz prve i treće jednadžbe imamo: 


Fan Fo FautFfu=0 (t+r=0, n=0, ry= +6). 
Integracija daje: 
F=đ(v)sinu+5(v)cosu + č(v). 
Iz četvrte jednadžbe i rješenja dobijemo: 
Fu = otgu (Z'sinu+b'cosu+€') 
fa = d'cosu Bb sinu. 


Izjednačivši ove dvije jednadžbe dobijemo: | 


27 Re] cos*u za zi ara 
dd cosu+b' ——— + č'cotgu—d'cosu+b'sinu=0, 
sin u 
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iaŽ 

=, [ COS U sim u 
Zi —— E e +c'ctgu=0, 

sm u Sinu 


B'+č'cosu=0. 


Dakle: 

CLA + de cosu = 0, 

dv dv ; 
S obzirom da su 5' i €" funkcije samo od v proizlazi da jc ova jednadžba 
ispunjena samo ako je S, =di e = đ. Stoga mora biti b =const., 


č= const., tj. 6 i č su konstantni vektori, 
Rješenje, dakle, glasi: 
F=d(v)sinu+bcosu+č. 


Nadalje iz treće i pete jednadžbe te iz rješenja dobijemo: 


Fu sinucosu + Sinč u Fa 
= —sinucosu[d(v)cosu > sinu) + sinču[— (v)sinu — bcosu]= 
= -d(v)sinu. 

= d (v)sinu. 


Izjednačivši Ove dvije jednadžbe dobijemo: 


a"(v)sinu+đ(v)sinu=0, Z+d=0. (f_+1=0) 


Rješenje ove jednadžbe jest: 
đ=dcosv + €sinv, 
gdje su d i € konstantni vektori, 
Konačno rješenje, dakle, glasi: 
P= dsinucosv + čsinusinv+bcosu +. 


Ispitajmo koja je ovo ploha. U tu svrhu dokažimo da su vektori d, gi 6 


međusobno okomiti i da su im moduli jednaki jedinici (d, € i 6 čine 
ortonormirani skup). 


IzE=1,F=0, G =sin'u proizlazi: 


£,oF,= 0 =(d- d)sinžustažv + (£-£) sinžu cos? v — 
-2(d:e)simčusinvcosv=sinžu, 
odnosno: 
(d+d)sin?v — 2(2- 2) sinvecosv + (č: 2) cog?v = 1. 
Odavde je; 


d-d)=1, (Ž6)=0, (&6)=1. 


dBA bai 


422. 


Koristeći ovo imamo dalje: 
Aoh=F= -(dd)sinusinv cosv- (d-č)sinu cosu sin? v + 
+ (d-B)sin'usinv + (d: 6) sinu cosu cosčv + 
+ (£-č)sinu sin v cosu cosv— (č+5)sinču cosv=0, 
tj: ; 
(d-5)sinžu sinv— (Z:b)sinžu cosv = 0. 
Odavde je: ć 


(d.B)=(8.6)= 


Konačno je: 


AoR=E=(d.d)cosu cos'v+ (+ 5) cos u sinžv + 
+ (6 :6)sinžu +2(d.£) cog? u cos v sin'v — 
-2(d- 5) sinu cos ucosv 2 (g: Bjeosusinusinv=1, 


odnosno: 
cos u cog?v + cosžu sin?» + (5-BJsinži =1 
Tada je: 
(&- 5) =1, pa je tvrdnja dokazana. 
Izračunajmo: 


(F- 6) =(d-d) cosžu sinju + (Z: £) sinŽu sin?v + (8+ 5) cos? u+ 
+2(d- jej usinvcosv + 2(d 5)sinucosucosv+ 2(č: b)sinucosusin v = 
== ginžu cos?v + sinču sinčv + cosču = 1, 
Proizlazi da je tražena ploha sfera polumjera 1, a središte joj ima radijvektor 
Č 
Naći izraz za Gaussovu zakrivljenost. u odnosu na geodetske koordinate, Bi 
takve za koje prva diferencijalna forma ima oblik: 

ds=du+G(u, v)dv? ž 
Budući da je tada 

E=1,F=0,G=G(u, 9), 

=EG-F*=6G (u, v) 


to Gaussov theorema cegregium (10) daje: 


1006 


2 2 
CREE E adi. O -——[0-2l-5)) 


EGF? 4G? 
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423, 


424. 
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Naći izraz za Gaussovu zakrivljenost u odnosu na izotermičke koordinate, lj, 
.takve za koje prva diferencijalna forma ima oblik: 


dsž=žWV(u, v) (du*+dv). 
Imamo tada: 
E=G=/(uv), F=0, W'=EG-F'=X/(u, v), 


pa iz Gaussovog theorema egregium proizlazi: 


i 9 2AAy 3 *)| 
= - = “.)+ 
S Zraka Až I x j 


sa. DA Pe (2) 
Dea Plo 


“što se može pisati u obliku: 


K= >| o*inA ZI 
A? gv? aw 1 
Naći Gaussovu zakrivljenost paraboloida: 
: 2 2 
LE A 
p ki 


pomoću Gaussovog theorema egregium (vidi zad. 372). 


Imamo tada: 


2 za 
E=1+(25) =1+Ž 
Ox : 


zik 
pa" 
. 2 2Ž 2 2 
G-1+(22) =1+Ž, Wl=EG-Fl=14+5+5, 
9y p pooaq 


pa Gaussov theorema egregium glasi: 


\ 


x* 2x ; 
1+ +0 
pop 
K= m ma X id Em y ) (2 
4W*i.pa pa _ pa 2W (8y\ paW] ox\paW 
ž 2 
idi 0 KI 
4 1 [2 Dži 2x2 ZDa2yi 4x2? 
i wr | že LOT NT 2) + 
pd pa opa p*q 


) 


| 


i a x 
do — 
boo sa [S SE 1 : gol 
dpaW'lpt a? 2paW |W : E 
av ima rem za 
2paW* Pg Pog 
' : 
sali 
paW 
odnosno: : 
pj : : 


mA La 
pali+Š:+ 2) 
o poo4q 


425. Pokazati da je Gaussova Zakrivljenost plohe kojoj je prva fundamentalna 


forma oblika: 


dg? = di kdi 
Qlkyč ke)? 
konstantna. 
Tađa je: 
E=G=—anog. Fe0, W=EG-pte do 
GGyT9 Pi 
E.=G,= E 5=G,= - nie +e 


(7+)? + cy , 


pa Gaussova theorema egregium daje: 


K-zvlg lo E+ 2 (- eno 
. “ G'+y'+ey ox Qltjgčko) , 
f ta 
tai (0 Zla 
2W ay X tyre ox Kiyltc g 
ME. om Md: a kyi+e 
2W [tyre (ikyitkc)i" 


_dc(e+ky?+c) 
(xčkyć+c)i o? 
K=d4e 


426. Naći izraz za geodetsku zakrivljenost: 
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a) za u-krivulju b) za w-krivulju 


neke plohe. 


a) Za u-krivulju, tj. v-const., # = # = 0 izraz (17) za geodetsku zakrivljenost 
daje: 


3 Y W rai 
rr kai =a le). 
Budući da je zbog (4) i (6a): 
1 1 . 
R-ZE)E-ZEE 
pore o Keje-peje (6-78) #3 
( JET pas W: wi , 
tj. 
uu) e ZEL. BE, - FE, 
aja 2W? ; 
to je: A 


2EF,- EE.—> FE, 


Koa < 
"" 2EJ/EVEG-F! 


Ako je parametarska mreža još k tome ortogonalna, tada je F= O, pa je: 


La 
pana mame zo 
" ŽEVEVEYVG VG € 

ž 1 any) 


gao VG av 


b) Za v-krivulju, tj. u =const., d=i=0, izraz (17) pak za geodetsku 
zakrivljenost daje: 


>W_,, 4403 OV eIG-["]F) 
ca u 93 as Ko W2G*" E 
1 1 
-— usi GE 
(5 : 6.)6 oF 
u GYVGW 
-2GR+GG,+FG, 
> 2GVGW 


Ako je još k tome parametarska mreža ortogonaina, F=0, to je: 


1 
KI 
E 
i 


L 
Nm Caena! 25 

Uj “ 2GVGE VE G' 
K. = 1 2(mVG) 
Bo S A Ea, 


427. Naći geodetsku zakrivljenost paralele z = const. na rotacionoj plohi: 
F(2, 0) =(0(z)eoso, o(z)sno, z), zaR, de [0,2m] 
na tri načina: 
a) direktno pomoću izraza za K, za v-liniju, 
b) pomoću teorema Meusniera, 
0) pomoću formule koja izražava K, pomoću d s? (tj. pomoću (15) ). 


a): Prema prethodnom zadatku geodetsku zakrivljenost izračunat ćemo za 
krivulju z =const., tj. za o-krivulju po sljedećoj formuli (jer prema zad. 
319, znamo da je parametarska mreža ortogonalna, tj. F= 0): 


G 
K, =-—i, ' 
** 2vEG 
Kako je prema zad. 319: ' ' 
E=0%+1, F=0, G=pt, Wl=01(14+"2), 


to je: 
X. 200 
En 
2V1+020? 
9'(z) 
Ko“ a. 
eDV1+e(Q)"? 
b) Prema Meusnierovu teoremu, iz $ 9,4. imamo vezu (14) iz $ 10.3: 
Kitki=x. 
Prema zad. 324 imamo: 
o" o 
= opče, M=0, Na 5, 
1+07 Vi+e"? 


pa je normalna zakrivljenost: 
zoldzirodo? 
Vi+e?[(1+e") dzž+ gagi)" 
Za Q-krivulju na plohi je z = const., dz =0, pa je normalna zakrivljenost: 
ode? 1 


Vi+002d a? oVi+erž 
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Izračunajmo još zakrivljenost x krivulje z = const. na plohi, tj. zakrivlje- 
nost krivulje: 


F(6) = (o(c)eosb, o(c)sind, c) 


prema formuli, $ 5.1.: 


su iFxži 
tak 
imamo: : 
i f k 
Fk - osing ocoso 0 [|=o*k, |F xF|=e, 


- pcoso —esino 0 


okt ič= Vefsinio + o?cos'o + 0 =, 


e" 1 
u=-rm=—. 
e 


Na kraju imamo: 


i+o"-1 


pe zg i j 
m3 2. Ki= AE i radni Br VE PRN) 
Ke Ve) - otrov“ odre 


pet 0 en 
e(2) Vi+e“(2) 
c) Izračunajmo još geodetsku zakrivljenost po formuli (15) za krivulju 
F= F(s) gdje je s duljina luka &-krivulje na plohi, tj. po formuli: 
Ko (an 
Promatrana &-krivulja na zadanoj plohi ima jednadžbu: 


Z=(o(c)coso, o(c)sino, e). 


ae 


Tada je: 

' (—-osino, pcose, 0), 

#=(-pcoso, —osino, 0), 
iFi=o, 

ds=|flde, ds=o0do, 


P .., 
ste 0 (jer je o konstantna veličina). 


Imamo dalje: 


= nom MR F a ou ( osinbi+0coso)/), 
ds  d& ds ds Q 
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amen 


akči o a ad id 


RU 


= —sinoi+cosoj/i; 


a mem moo akne m Um 
= o = “ir pama MF onoma. Mika SERE PE oka NE) 
* no ZU TI (52) SE +: s 


:(d&\,:; 50 od z a 
-#(28) ni. S Ire = penoi 


li 


PL 


i RA I 
- aos +sin&j). 
Računajmo nadalje ort vektora normale na plohu: 


BR 


U Fe Fa 
reza 


o'cosQ osno 1i=-pesor—psnoj+eo'k, 
—osno ocoso 0 


lxhl=eViro", 


za 1 dd ete 
Pr revno 
Bt) 


Na kraju je: 


—sino  +cosp 0 | 


1 o : 
Ka" —p== | -co0so o sino 0 | «=== (sinčb +c0s' 06), 
RAIZETU | ei +e"? 


cos sno g 


u 0. 
> e(2)Vi+e"(2) 
428. Naći geodetsku zakrivljenost za &-krivulju p = Q, paraboloida: 
Z=pcosbit+osnoj+ok, geR., € [0,2xm] 

na dva načina: 

a) direktno pomoću formule X, za v-liniju, 

b) pomoću formule koja izražava X, pomoću parametra krivulje (pomoću 

(16). 
a) Računajmo fundamentalne veličine prvog reda: 
k=cosoi +sičb/+20K, 
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F,= -osnei+egcosoj, 
E=(5)=1+40'; F=f%f0, G= (f)'=0. 


Vidimo da je parametarska mreža ortogonalna (F=0) pa je geodetska 


zakrivljenost za &-krivulju 0 = Qo jednaka: 


G, 20 đ 1 . 
zove 2 VI+40 jeza Qo Vi +40 


b) Geodetsku zakrivljenost izračunajmo po formuli (16): 


(FN) 


Ko= 


&-krivulja o = 0, na zadanoj plohi, ima jednadžbu: 
= 00c0so i + osinojoik. 


Prema prethodnom zadatku jest: 


2 PXF 1 E + £). 
N=zar= (-2pcos&i-2esinoj 
|Z. xfal Vl+4o 


Duž krivulje o = Qu je: 


= < = — osnoi+ Ocose f, 
pa je 
ta =D 
Nadalje je: 
— Qasin o = Docos e 0 
' 1 * ma m 


G. NJ = m [> 000so osno (= Vi+4o ' 


1+40G 
Y S — 2 oacosh —2osine 1 


Geodetska zakrivljenost je na kraju: 


arem! 
429. Naći geodetsku zakrivljenost krivulje: 
aplkzima, x+y-ak=0 
(Vivijanijev prodor) 
a) u odnosu na sferu 
b) u odnosu na valjak, 
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ot a 


pe VP RR RE KRRAVOF TRAVE ija 


4) Uveđemo li parametrizaciju sfere na sljedeći način: 
x ==asinucosv 
y=asnusinv 
Z=aco0su, 
tada jednadžba sfere prema zad. 204. glasi: 
f= (asinucosv, asinusinv, acosu), ue [0,m), ve[-x, s]. 
Prema zad. 266. je E= a, F=0, G=a'sinu, 
W*= EG — F2 a*sin?u. 
Budući da krivulja ležli na valjku, to je veza između parametara u i »y ova: 
(asinucosv)+ (asinusinv)"— gŽsinucosv=0, 
tj. sinu =c0sv, 


dakle: 


u= 
==-b 
2 


Stoga je: 


pa je geodetska zakrivljenost prema forinuli (17): 


(JRI - de 


asinu 
(a2 ačsinčujji 


HI 2 HI 


K= 


Christoffelovi simboli druge vrste prema (4) zbog F=0 glase: 
sja BEEN i sE) 
( MA J Wo , H Bi bi m W2 sA 


Računanjem Christoffelovih simbola prve vrste prema (6a) imamo: 
1 1 Mar 


a =—E,=0, "mla o = “ćla=>E= 
Pia [""l=->E&=0, [""]=5>E,=0, 
1 1 1 
'"]=5G, [Pl -56, PćI=>6, 
(eI=2G, PeI=- 26. [PeI=70 
pa je 
GE —EE, EE 
fu “\= M. Ea u Mis u 4 ka o = 
(“a Iwi “0 ) = Krisa Z ž rena A 


(4, Ka = Ovi - GG, PL Tena EG 
Ž PJE Za (ele Zara bad KETIZE 


Geodetska zakrivljenost je tađa dana sa: 
Pa a? sinu | ur 


odnosno zbog: 
i 


G,=2a'sinucosu, G,=0: 


sinu — da*sinucosu > Ža sin* ucosu 
K= ari o: 
a Va + sinču)" Ža*sinfu 
i na kraju: . 
(3 cosu (2 + sin? u) 


K, . 
, a VU + sin?) 


b) Uvedemo li parametrizaciju: 
> x=aRcosq 
y=aRsine 
zez gel0,2xl, zeR 
bit će: 
aR-aReos6=0, R=coseo, 
pa je jednadžba valjka: 


F=(acosQe, acososin, z). 
Imamo: 
E=(n)= će Zaoa na 4 (reo24) + (m2, 
G=(1)'*=. : (iY= 
F=0, W'=EG-f?=a!. 


Budući da krivulja leži i na sferi, to je veza između parametara ova: 


(acos o)" +(acosbsinq)'+25=a*, 1]. 
z= kasino. 


Sada je: 


vaz ti. 
' v=tasno, vetacose, F= Fasino. 
Po formuli (17) imamo tada: 
a 


S “irravgr ljena, SJETI ITI 
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>) + 


+ačcoso(d") 25) > (al ačeoste 


S obzirom da su EF i G konstante, to su Christoffelovi simboli prve vrste 
jednaki nuli, a to znači da su i Christotfelovi simboli i druge vrste jednaki 


nuli, pa je geodetska zakrivljenost: 


K, =+ E 
a VU + cos e) 
430. Naći geodetske linije sfere; 
x= Recos vsin u 
= R sin vsinu 
z=Roosu, ue([0,n]. ve[-aa]. 
Prema zad. 266. je: E=R*, F=0, G= R'sin?u, 
W= EG — Fč = Rjsinču. 


Sustav diferencijalnih jednadžbi za geodetske linije glasi prema (24): 


um — ("luz Juve (5), 

vre —(", “Ju? 3-2", Javu _[ Ju? 
ia du , du dvo, div 
dje je ul = >, u =>, vom "= J 
si ds ds ds * ds 


Računajmo najprije Christoffelove simbole prve vrste: (prema (5a)): 


nou pz. 1 = (]- Tama 1 
[ m ] m Tue. = 3 E =0 [ “ | i | gine = F, 2 E 0; 
# 1 : dos =a 
Pasje Tae= E6=0; Peo]=Tae= 750,7 Rsinucosu; 
2 2 
oke U FA Vu a Lam 
[e] Tat A 3 G,= — Rčsiauceosu; Pol=Ta. = 5G= 
Christoffelovi sunboli druge vrste prema tome za sferu jesu: 
L' no u ru= zlot “] pa Fill) = 0, 
ru ov pm i Bije i i G u o «# F Hori En Q 
ium aka Pel= Ph) = , 
i E E kai R*sin“ UCOSU : 
(G= = gri «J1- FL) = Riginču = —sinucosu, 
i KR o = na (EL &: BEM FU) = 0, 
i : Rjsinucos u 
Ku Ku se u —i aii # a Fil F ja = LE , 
(= TE = SrELPI FU) = Rta 7 0181 
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(Co) =T4 = SrrlED IP) = 0. 


Sustav diferencijalnih jednadžbi za određivanje geodetskih linija sfeje glasi: 
2 u"=sinucosuv?, (1) 
P= —2etguu'v. (2) 
Prva diferencijalna forma sfere jest: 
ds?= Rčdu? + Risinčudv?, 


odnosno: 
1=R?u'?+ Ržsinčuv“. (3) 
Podijelima li (1) i (2) dobijemo: 
*" 1 A 2 
= ori sin? u za (4) 
pa zatim iz (3) izraćunamo sinu i uvrstimo u (4): 
1- Ru? 
Zu'u'v + NaS oka v=0, 
odnosno: 
R*u?-1 s 
a. Vi Žuću vi 0. (5) 
Da 
Izračunamo li derivaciju izraza EZINE zbog (5) dobivamo: 
d "  (Rtu—1)v'— 2 Rta 
ds \ R*u"-1 (R*u'?—1)? JE 
1 zr u [BF Re 
Ri (R*u*-3i)v—2uuv 


= f = 0 
RT (R*u"?— 1) 


Dakle je: 
a 
ROiCI Te 
Izračunamo li R? u? iz (3) i uvrstimo u ovu jednadžbu dobijemo: 
v= —C,R'sinčuv'?, 
odnosno: 
v'(1+C,R'sigčuv') =0. (6) 


Odavde imamo dva rješenja: 


v=0 k : (7) 
Sara zva | &) 


Prvo rješenje 
Riješimo najprije jednadžbu (7). Rješenje glasi: 


"= Ca. 
Da bismo dobili još i (s) treba (7) uvrstiti u (3): 


1 
'et—, tj. 
u R j 


i 
= k--s+C,. 
u s 3 


Jedno rješenje, dakle, glasi: 


s+C 0 


: 1 
v=(đC i uzi 


Ovo su očito meridijani na sferi, jednadžbe kojih glase: 


r= Roos Cysin[ 5+ a), ' 


= Rsin Cosin| 6+ G), 


d 
z=Ros(F54 6). 


i 


Predznak + kod u ovisi o smjeru porasta s, a uzima se + ako s raste od 
sjevernog prema južnom polu. C, ovisi od koje tačke računamo s. Ako je 
C,= 0, onda počinjemo od pola. 

Drugo rješenje ' 

Ostale geodetske linije bit će glavni presjeci sfere (presjeci kroz središte 
sfere), također oblika u =u(s) i v= v(s), a dobiju se iz jednadžbe (8). 
Potražimo rješenja koja daje jednadžba (8). 

Uvrstimo li (8) u (1) dobijemo diferencijalnu jednadžbu po u (s): 


cigu 
Mom Bo, 10 
“7 CiR'sinlu oo) 


jata : dd. d€2, a 
Riješimo li ovu jednadžbu supstitucijom: u' =, u Vo dobijemo: 
nae ctgu pa 
uldu = CIRI di(ctgu), , 
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3 1 , 
5 = - TERI ctg“u + Ci. 
Li 


i 
poto je ctglu = ri 


Kako je sinču = —; 
: sin? 


1+ctg'u 


pa gornja diferencijalna jednadžba glasi: 


u? 1 : . i 
+C, gdjeje G=€C+ sz gra 
ž dOipigrm opna Ž 


Tada je: 


u'=+N2C:s - CiRranju 


izlučimo li ispred korijena , pa zatim radikand izrazimo pomoću 
SIN U : 


COS 4 IMAMO: 


1 roi 1 


ul ot pa VG—2C;e0su, sdje je G=2G — CIRO 
ća — Vi-Cceoslu _2G 
=a B , gdje Cp = —z=. 
doku Ve sinu mano Ca 
Separirajmo varijable: 
: sinu du 


= + VG ds, 


Vi C,cosu 


tada rješenje glasi: 


= arc sin (VC, cos u)=<t VCs + Ce, 
i 7 


arc sin (VC, cos u)= tY2Cs+G VC, 


odnosno: 


odnosno: 


to cosu= +t _ sin (V2CGs+ G VC). (11) 
s VC 

Nađimo jošiv=v(s). 

Iz (8) je, označimo li - €, = Cy: 

“ G,R(1- c08u) * 


i 


odnosno zbog (11): 
dv- 1 i 


ds CRA — ažsinč(bs + c)] E Ba eli a? ie (bs 9 : 
i 1+tg'(bs+c) 
gdje smo uveli oznake: a = E: : b=/2G c=G VC, 
Ve, 


431. 


Separirajmo varijable: 


dvo = 


CG, Roos? (bs +c) [1+ (1 a5) te? (bs + cy] 
Supstitucijom Vi-a? tg (bs + c) = rješenje ove jednadžbe glasi: 


i 
v+ Ca = “su acetgl, 
G,R?b V1—a? 
odnosno: 
r=tg[GR'bYi-a'(v+Cy], 
ili: 


Vi-ačig(bs+c) = 1[GR?b 1 -až(v+ Cy)]. (12) 
Rješenje, dakle, glasi ((11) +(12)): 


Cosu = too ba sin (V2€;s + CG, VG), 
Ve 


dresa 


td 


Peri (Ba a Ka 
la “a tg (V2Cs+GYC) = ul GR EG ji=& (0+ Cio) |. 


Ako ovo rješenje oblika u= u (s), v = v(s) u implicitnom obliku uvrstimo u 
jednadžbu sfere, dobili bismo tražene geodetske krivulje: 
x=x(s),y=)(3),z=z(5), koje zadovoljavaju relaciju: 
x? (g) +y?(s)+ 2? (5) = Rč, tj. leže na sferi radiusa R, a može se pokazati da 
su to glavni krugovi, 
Naći geodetske linije valjka xŽ+ yl=a1. 
U parametarskom obliku jednadžba valjka glasi: 

x=acosu 

y=asinu 


z=yv, uvER. 
Prvi način 


Kako je prema zad. 279; 


197 


198 


to su Christoffelovi simboli prve vrste jednaki nuli, pa i Christoffelovi simboli 
druge vrste, pa sustav (24) diferencijalnih jednadžbi geodetskih linija valjka 
glasi: 
u"=0Q 
v=0. 
Rješenje toga sustava jest: 
u= 5+, 
Vm= cg +. 
Geodetske linije na valjku su zavojne linije (zavojnice): 
: x=acos(6s +), 
y=asin(cs+c), 
Z= 095 + Ca 
Drugi način 
Želimo li naći geodetske linije na valjku u obliku u=u(v), treba riješiti 
jednadžbu (22): 
du d? “v-dvdu+(“, “Idu+(2(", 3-4", o dužd» + 
+(()-2(")) dudu ("3 do'=0. 
Za valjak ova jednadžba glasi: 
dudv-dvdu=0, 
odnosno podijelivši s d£*: 
uv vit= 0. 
i == 0 zadovoljava tu jednadžbu, dakle njeno singularno rješenje je u = const. 


Pa 
(izvodnice). Ako je #:#0 tada dobivamo: po (2) = 0 


Dakle je: 

v=cu, tj. 

v=€0u+ a. 
Ovo daje opet zavojnice na valjku: 

X=acosu, 

y=asinu, 

z=Gu4+0, 
gdje je u parametar. 
Želimo li naći jednu geodetsku liniju na valjku između zadanih dviju točaka, 
treba naći cr ic». Npr. nađimo jednu geodetsku liniju na valjku između 
točaka A = (a, 0,0) i 8 = (0, a, a), pripadni sustav za određivanje c, i c, glasi 
uvrstivši koordinate točaka A i B u jednadžbu zavojnica: 


name 


432. 


A: 
đ=ac0su i 
O=asinu 
O=qut+e 

što dajeu=01aG=0. 

B: 
0=acosu 
a=asinu 


a=cu+q 
2a 
nitd4ka 


Tražena geodetska linija na valjku između točaka A = (4, 0, O18=(0,4d) 
glasi: 


što daje u == pa Elk, G= 


x=acosu 

y=asinu i 
24 2 
NEETTITIK 


Odabiranjem konstante & odabiremo jednu od beskonačno: mnogo geodetskih 
linija koje spajaju A i B. 


Naći geodetske linije rotacione plohe: ; 
(0,21, 


x=f(u)cosv, y=f(u)sinv, z=g(u), u el, ve 
Prema zad. 268. i 215, imamo: 5 
E=f'+g, F=0, G=f', 
Računajmo Christoifelove simbole prve vrste: 
u ou 1 S Ef 8 nov 1 
[]= 76 =ff+88, Plesa 


[e]=76-0 [P]=20,=0 
A Zatim druge vrste: 
u au nod "Koa u u Pdf+88) _ Uf+ 38) 
Ž KES 2 (c[ " )-F [“, a žč , 
me jena) — Pag 


u Eg “rio = Z pa 0, 
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i f "ou "a ao 
(e) gr (ELU FE) 0, 


Bo išijas 
o) mlELPVI-FLPed) = 2,0 raka , 
ka Pit1..1 
l gr LI EY : 
o I zr ELI - FED + 
Sustav diferencijalnih jednadžbi geodetskih linija zadane rotacione plohe 
glasi: 
BJ 
ve -2uv, (1) 
f . 
ti Ff+ Page iza fi .2 
: u" = Uf s) S. e (2) 
ŠI. FP +8 


Prva diferencijalna forma plohe jest: 
dsža (fP+g)duč+f?dv", 


odnosno: 
i 1=(f'+g) uže f2v"2. (3) 
Ovdje su: 
dod, od EI. gane 
ds? ds" du u 


Potražimo rješenje u obliku u=u(s), v=v(s). 
Podijelimo jednadžbu (1) s v“: 


| ma 
ZBIO, 
' inv'=—2inf+hno, 
dv Ci 
pg a a 4 
ds , f (4) 
Tada će (3) zbog (4) glasiti: 
ci 


i=(f*4g) dir 


PpPP+gdjujici, 


u' = aa +] i 
ds PU+8) 
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( (_V-c 
lu=it == dtoa (6) 
(rVF+g 
v=+ | Žarka, (uz pomoć (3)). 


Medutim, možemo dobiti rješenje jednadžbe (1) i u obliku # == v (it), naime 
podijelivši (4) sa (5) dobijemo: 


odnosno: 
z du+ ca. : (7) 


Ovo je jednadžba geodetskih linija na rotacionoj plohi dobivena iz jednadžbe 
(1). 

Kao specijalni slučaj jednadžbe (7) dobijemo: za ć, =0, v=q = const.; a to 
su meridijani. 

Potražimo rješenje i jednadžbe (2), u obliku u = u (s), v == v (s). U tu svrbu 
iz (2) i (3) eliminirajmo v“. Iz (3) jest: 


1 fr 52) 412 
Pe 1-(f +8)u 


pa (2) postaje: | 
MR (0/2 haičlasa > RR RA RNA 
iF+g) fU +8) 
Traženje geodetskih linija iz (2) svodi se, dakle, na rješavanje diferencijalne 
jednadžbe: 


FP+g) u" + [pGF+đg) +1 +g)] u" f=0. (8) 


Ud 


odnosno: 


pg) E e uydfrene+fdt+ele-f=0. 09 


mome mr m 
MARJETA Pg sU i" 
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433. 
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Rješenje ove jednadžbe je oblika u=u(s), a uz pomoć jednadžbe (3) 
dobijemo » = v (5), što zajedno daje jednadžbu geodetskih linija rotacione 


plohe. 

Naći geodetske linije stošca: x? + y? = z? (sl. 52). 

U parametarskom obliku jednadžba stošca glasi: 
x=ucosv 
y=usinv 

zsu ueR, ve [0,21]. 


Prema prethodnom zadatku, tj. zad. 432., jednadžba (7) zbog f(u)=u, 


glu) =u daje: . 
m [E M 
vatre >. 
"Ju Va ci 


1 ' : ja 
Supstitucijom y = — ova jednadžba postaje: 
Z u 


v=+M | pao re V2arcsinc, y + 2. 
Vi - (ayY ; a. ' 
Prema tome, geodetske linije koje daje jednadžba (7), odnosno (Di(3) iz 


“ zad. 432. jesu: 


. € + 
vat Zaresin >> + Ch s 
odnosno: 
Ći sE v- O 
2o= + sin : 
u VA 
odnosno: 

1 

e.“ v- OG 


Geodetske linije imaju, dakle, jednadžbe: 


ŽE CiCOS 5 
ss vo 
> sin - 

Va 
+ c,sinv 
u ME Sedin) s 
sin + 
A 
E: Ci 
z=—> d 
2 v—-a 
sin 


pp 


i 
1 
j 
i 
i 


ORLA EAST SRA KELE AK RL a dd aa i da i ša pk mai A VN aa ČA iša aa 


Za v = const. = € proizlazi da su geodetske linije upravo u-linije, na rotacio- 
noj plohi, tj. meridijani, a to su na stošcu njegove izvodnice. 


Iz relacije: 
mo . €, i 
v= + V2aresin aka 


v= const. = e je moguće jedino ako je €, =0. 
Tada jednadžbe geodetskih linija — izvodnica stošca glase: 
X=uc0sa, 
ya=usne, 
z=u, 
što je zaista pravac: 
X y 


hiž 
cose sina 1/ 


Drugo rješenje daju jednadžbe (6) i (3), odnosno direktno jednadžbe (8) i 
(3) iz zad. 432. Rlješimo jednadžbu (8) iz zad. 432. koja za stožac glasi: 


2uu"+2u"—1=0, 
t 


i koja supstitucijom u' = u =bo u = u £ pretaži u: 
š ds du Ke 
_ da 1 uci 
2 ds Ve u po 
odnosno u: : 
udu ds 
' Paoa Vu? ci 2 
a njezino rješenje jest: 
iš ka 


odnosno: 


> Potražimo još i rješenje oblika # = # (5). 


Iz jednadžbe (3) je za stožac: 


m _ 1-=2u? 


v 


“ u" E u? u u 
pa je: 


203 


434. 


435. 
436. 


431, 
438. 
439. 


440. 
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Co : 
= Er, Odnosno: 
ti 


dv 2, 
=+-roi =. 
ds 2eH(s+e) 


Rješenje ove jednadžbe glasi: 


odnosno: 


Na “ St 
vet V2are tg : 
i V2e 
Geodetske lilije stošca imaju prema tome sustav jednadžbi oblika u = u (s). 
v=v(s): 


sFa 
v= + Vlactg 
V2 5 Ve 


dodire. 

V2 

Uvrstimo li to u jednadžbu stošca dobijemo geodetske linije oblika: 
x=u(s)cosvis) 
y=uls)sinv (5) 
z=u(s) 

Odrediti plohu čije su fundamentalne veličine: 

E=1, F=0, G=1 L=-1 M=0 N=0. 


u= E 


U zadacima 0d:435. do 441. naći Gaussovu zakrivljenost pomoću Gaussovog 
theorema egregium za sljedeće plohe čija je prva diferencijalna forma oblika: 
dg = dx? + dy? (Kartezijeve koordinate u ravnini); 
ds?=dr+r de? (polarne koordinate u ravnini); 
_d F? 


ds = nE +de?; 


ds?=d6%+ sin? 8d €? (sferne koordinate na jediničnoj kugli); 
dsč=do*+e"'“*de" (hiperbolna neekulidska geometrija); 


24 dy? m 
ds? = Pid da (hiperbolna neekulidska geometrija); 
pje 


441 


odst=du+e“avi, 


442, Pokazati, ako je prva kvadratna forma plohe oblika: 


443. 
444. 


ds*=di? 4+2cosedude + d v? 
da se Gaussova zakrivljenost izražava formulom: 


Que 
sin € 


U zadacima od 443. do 445. naći geodetsku zakrivljenost: 
Kružnice radiusa + koja leži na sferi radiusa R. 
Zavojnice u = const., koja leži nu helikoidu 


KX=uc0sv, y=usinv, z=zavo uveR. 


5. Krivulja: a) u = const., b) # = const. na plohi 


X=ucosv, y=usinv z=f(v); ureR, 


f barem dva puta diferencijabilna realna funkcija. 


a) linije v= »(u) 
b) linije v = Inch u u slučaju kad je B(u) =chu. 


. Naći geodetske linije helikoida: 


X=daucosv, y=ausinv, z=bv, uveR. 


8. Naći geodetske linije psendosfere: 


: X : u 
«=asinucosv, y=asinusinv, z=alatg + acosu, 


uEeR,, ve[0,2x], (vidi zad. 219). 


. Na plohi s metrikom ds? = du" + 8* (u) doč naći geodetsku zakrivljenost: 


IY. POGLAVLJE 


$ 11. Preslikavanje ploha 


Neka su dane dvije plohe S i S jednadžbama: . 
F=F(uwv), (uv)eD, (1) 
F=5(49), (Zv9)eD, (2) 
Proučavat ćemo preslikavanje f:S — S koje točki P(u, +) plohe 5 pridružuje 
jednu točku P(di, 9) na plohi 3. Takvo se preslikavanje zadaje jednadžbama 
oblika: ; 
i=u(u,v) : (3) 
K=s(u,v) 
pri čemu zahtijevamo da je: 
8(. 0) 
o(u, +) 
Pretpostavljat ćemo da su funkcije ii y jednoznačne, neprekidne, derivabiine i 
bijektivne, tj. svakom paru (u, v) korespondira jedan par (fi, 8) i obrnuto, svaki 
par (ii, #) slika je samo jednog para (u, v). 
Preslikavanje f krivulju plohe S preslika u krivulju plohe 5. Uvrsti li se (3) u 
jednadžbu (2) dobije se: 
T=7[u(uv); Plu,v))=#(u 1) X =. S 
tj. postoji takva parametrizacija da točka P na plohi S i njena slika P na plohi S 
imaju iste parametre, f=u,v=v. . 
Mi ćemo obično pretpostavljati da je preslikavanje uvijek tako i realizirano. 
Prva diferencijalna forma za plohu S glasi: 
dsč= Edu +2Fdudv+Gdvi, (4) 
a za plohu 5: 
d7=Edu+2Fdudv+Gdr, (5) 
gdje su £, F, Gi E, F, G funkcije istih parametara u i v. 
Krivulja s jednadžbom u = u(v) odnosno = F[u(v),y]| na plohi S prelazi u 
krivulju na plohi 5 koja ima jednadžbu F= 7 [u(v),v]. 
Promatraju se tri vrste preslikavanja: 
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i ote nik 


1. izometričko preslikavanje koje čuva duljine lukova krivulja na plohama, 
2. konformno preslikavanje koje čuva kutove na plohama (sličnost u malom), 
3. ekvivalenino ili ekviarealno preslikavanje koje čuva površine na plohama. 


ILI. Izometričko preslikavanje 


a) Uvjeti: 
Ako je za plohu S; 
ds= Edu'+2Fdudv+Gdv', 


a za plohu S: 


ds'=Edu*+2Fdudv+Gdvi,, 


onda pri izometričkom preslikavanju ostaje sačuvana duljina svakog elementa 
luka. Preslikavanje je samo onda izometričko ako je za svako u i v, svako dui 
dv, tj. u svakoj točki i u svakom smjeru ispunjeno: 


dš=ds". 
Ovo je samo onda moguće ako je: tg 
E=E Bi 
F=F po (6) 
G =G. 


Plohe 5 i S zovu se izometričke ako između njih postoji izometričko preslikavanje. 
izometričko preslikavanje je važno kod razvijanja plohe u ravninu. 


: = : : 2 duo. 
Neka je A točka plohe S i f:S—> S preslikavanje plohe i Fu smjer na 


S u točki A. Tada omjer: 


ds Pentn Gde 


Edu*+2Fdudy+Gdv?'" (7) 


: E o m. zika di . : : 

gdje su £, F, G računati u točki A, £,F,G u točki A, a dy je smjer dobi- 
ama: : : am ; h 

ven preslikavanjem smjera ——, zovemo linearnim mjerilom preslikavanja f u 


dv 
: du 
točki A u smjeru ——. 
u smjeru 7. 
Specijalno ako je f izometričko preslikavanje, onda je: 
m=1. 


b) Savijanje ili polaganje plohe na plohu. Razvojne plohe. 
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AKO 56 ploha 5 može izomerrički preslikati u plohu S (tada su, dakle, fundamen- 
talne veličine prvog reda jednake, tj. vrijedi (6)), kaže se da se može jednu plohu 
saviti ili položiti na drugu plohu. 

Pokazuje se da se razvojne plohe mogu izometrički preslikati, lj. razviu u 
ravninu. (To je dakle specijalni slučaj savijanja.) Odatle i naziv tih ploha jer se 
npr. valjak razreže duž jedne izvodnice i razvije u ravninu. 

Prema Gaussovom theorema egregium ($ 10.2) Gaussova zakrivljenost 


LN— M? ' ido e M 
K= EGER plohe funkcija je fundamentalnih veličina prvog reda i njihovih 
ka g 
derivacija. 


iz definicije izometričkog preslikavanja i Gaussovog iheorema egregium 
proizlazi da dvije plohe koje se mogu saviti ili položiti jedna na drugu imaju u 
korespondentnim točkama jednaku Gaussovu zakrivljenost K. Isto vrijedi za 
razvijanje plobe u ravninu, jer je to specijalan slučaj savijanja. ' 

Tako npr. plohe koje se sastoje iz hiperboličkih točaka ue možemo saviti na 
plohu sa samim elipličkim točkama. 


Ili: sferu ne možemo razviti u ravainu jer je za sferu K = RIO (vidi 


zad, 341), a za ravninu je K=0. ' 

Uvjet jednakosti Gaussove zakrivljenosti dviju ploha je samo nuždan za 
izometričnost ploha S i 5. Pokazuje se da taj uvjet nije i dovoljan. On je dovoljan 
samo u slučaju ploha s konstantnom Gaussovom zakrivljenosti. Tako ripr. nužda 
i dovoljan uvjet da se ploha može razviti u ravninu je X =0. Ako plohe Si 5 imaju 
jednake Gaussove zakrivljenosti, one onda ne moraju biti izometričke 1 ne moraju 
se moći položiti jedna na drugu. 


0) O geodetskim linijama 


Diferencijalna jednadžba geodetskih linija (21), $ 10 i njihov sustav diferenci- 
jalnih jednadžbi (23) i (24), $ 10 invarijantni su prema izometričkim preslikavanji- 
ma, jer Christoffelovi simboli druge vrste, koji se u navedenim jednadžbama 
pojavljuju, ovise prema $ 10, (8) samo o fundamentalnim veličinama prvoga reda 
i njihovim derivacijarria. 

Geodetske linije prelaze, dakte, pri polaganju ili savijanju jedne plohe na drugu 
ili pri razvijanju u ravninu ponovo u geodetske linije. 


t 


11.2. Konformno preslikavanje 


i 


a) Uvjeti; 


Ako se na plohi S dvije krivulje sijeku pod kutom 0, a na plohi S slike tih 
krivulja pod kutom e, tada je preslikavanje f= S —> Š konformno ako vrijedi 


o=o. (8) 
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Lako se vidi, ako su funkcije E, F, G proporcionalne funkcijama E, F, Č, 1. 
E:E=Fi:F=G:G=m(uv) (9) 
onda je preslikavanje f plohe S na plohu S konformno i obinuto. 
Zaista, kut između slika krivulja u, = u; (v) ii = 1 (v) plohe S prema $ 8.3, 
(6) i uz navedeni uvjet (9) je: 


, i o 
cose = = = 


= C0S 0. 


Infinitezimalne figure ploha 5 i S su zbog uvjeta (8), tj. & = o međusobno slične 
(to je sličnost u. malom). 


Za konformno preslikavanje proizlazi iz izraza za prve diferencijalne forme 
(Hi (5) ploha Si Si iz uvjeta konformnosti (9) za duljine korespondentnih lukova: 


18% 
Tra = m(uv)ho (10) 


b) Ortogonalna mreža 


_  Tvore li koordinate linije na obje plohe ortogonalnu mrežu, tada je 
F=F=0, pa je kut a između bilo koje krivulje B (s vektorom tangente A = 
= fu 4+F8) i ukrivulje (s vektorom tangente f,=/,u) dan izrazom (prema $ 
8.3 (6)): 


Eu 
cosa = e: 
VE VEČ + Go" 
a odavde 
fc dv 
tza = => ——, ) 
sli ke du Ul) 


ua. E (12) 
' E 


j Dok se tg & ' 
Kod konformnog preslikavanja je deformacija kutova a = 1,  Konformno 
' g 


preslikavanje ima važnu primjenu u kartografiji. 


11.3. Ekvivalentno ili ekviarealno preslikavanje 
Ako su na plohi 5 odnosno S pripadni elementi površina: 
dS = YEG — Fdudv 
dS=vVEG-F'dudv, 
tada je preslikavanje F:S-> Š ekvivalentno ako vrijedi da su površinski elementi 
jednaki, tj.: L : 
dS=dS (13) 
Odnosno: ; 
EG-F'=EG-F. (14) 
Inače se definira površinsko mjerilo preslikavanja: 


M = lim -— (15) 


odnosno: 


okoline O oko točke A na plohi S u okolinu ČI točke A. Prema tome je površinsko 
mjerilo: ; 


Me kan (16) 


Kod ekvivalentnog preslikavanja površinsko mjerilo je: 
M=1. (17) 
U širem smislu preslikavanje se zove ekvivalentno i onda ako je: 
M=C€ (C=const. >0). 


Primjeri i zadaci 

Postavlja se zadatak: 

Treba konstruirati geografsku kartu, koja bi okolinu sjevernog pola što 
vjernije prikazala. 

Problem se rješava tako da se sfera projicira na tangencijalnu ravninu 
postavljenu u sjevernom polu. Zatim se izabire projekcija koja će točkama na sferi 
pridružiti točke na tangencijalnoj ravnini. 

Točka sfere može se projicirati na tangencijalnu ravninu na taj način da tu 
točku spojimo s južnim polom i dobiveni pravac produžimo da tangencijalne 
ravnine. To je »projiciranje iz južnog pola« ili stereografska projekcija. 

Točka sfere može se projicirati na taj način da je spojimo s centrom kugle i 
dobiveni pravac produžimo do tangencijalne ravnine. To je »projiciranje iz cenira 
sfere« ili centralna projekcija. 
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čuna Vise 


a ovaj rova 


Može se također pomoću neke matematičke formule svakoj točki sfere 
pridružiti jedna točka tangencijalne ravnine. I u ovom slučaju govori se o 
»projekciji sfere na tangencijalnu ravninu«, Takvu projekciju imamo npr. kad na — 
sleri izaberemo geodetski polarni koordinatni sustav s centrom u sjevernom polu, 
pa pomoću funkcije r=r(0) geodetskoj udaljenosti 6 od sjevernog pola pridru- 
žimo radius ; na tangencijalnoj ravnini. Ako tako prenesemo geodetski radius 
r=8 na tangencijalnu ravninu, tada će ekvator sfere biti na karti kružnica 


A KLA 
radijusa r = rs 


Nakon izbora projekcije želi se još ispitati da li je projekcija izometrička, 
konformna ili ekvivalentna. X 
449, Stereografska projekcija 

To je »projekcija iz južnog pola« na tangencijalnu ravninu s diralištem u 

sjevernom polu. ' 

Sfera parametrizirana s parametrima prema sl. 53 (8 se mjeri od ekvatora 

prema sjevernom polu) ima jednadžbu: 

F=acosp cos8 2 +asind cos0/ +asin9 k, 
Be[-m,n], o e [0,22]. 


Kako je to ujedno radijvektor 
točke €, to će jednadžba 
pravca BC [B=(0,0,-a), 


C =(acoscos8, 
asin p cos8, asin6)] 


glasiti: 
e: sme mpno ehej: 
cospcos8 = singcos6 
NE: +a 
sin8 +1 


Točku Č dobijemo kao pro- 
badište navedenog pravca BC 
i ravnine z =a, 

Koordinate točke Č jesu: 


NKA SRNE. 

cosipcos& = sin8+1' 

mae. mas St. 53, 

sinbcos8 — sin8 +1" E 
odnosno: 
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Kes 


i 
ia 
ni 
E: 
FJ 
H 
. 


a s ka 


Zacos cos 
= GETE , 


sin& +1 
N. 2asin cost . 
277 sine+i 


Za 


Jednadžba tangentne ravnine kao skup svih slika Ć točaka C kugle je ujedno 


i radijvektor točke € i glasi: 
<. 24 cos cose lu Zasin& 0056 PR 
sin8 +1 sin8 +1 


S 


Potražimo li prve diferencijalne torme za sferu i tako parametriziranu 


tangencijalnu ravninu dobijemo: 
E=a, F=0, G=acos8 
cos" 8 


+_ EMA DA Pada Manna 
F=0, G=44 Zanorij 


dd Tave 


Ispitajmo kakvo je to preslikavanje. 


Budući da je: 


Pi a 

(inot1lk Go FO 

to je stereografska projekcija sfere na njezinu taugencijalnu ravninu konfor- 
mno preslikavanje zbog (9). Iz zakona preslikavanja vidi se da se meridijani 
sfere (d = const.) preslikaju u pravce točkom A, a paralele (0 = const.) u 
kružnice sa središtem u A. 


£ 
E 


HI. način 


Znamo da je prva diferenci- 
jalna forma stere: 

dsž=a2d8%4ka?sivč6do", 
(8 se mjeri od pola prema 
ekvatoru). 
Za tangencijalnu ravninu vri- 
jedi: 

dstedr+rdo?, 


ako smo uzeli polarni koordi- 
natni sistem u ravnini. 
Preslikavanje je dano jed- 
nadžbom (vidi sl. 54): 


dr= 7-48. 
= = o 
r=2atg 2 cos 3 SI. 54. 
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| 


450. 


Uvrstimo li ovo u jednadžbu za ds? imamo: 
4487+ a?sin'9d o? 


dsj = 
, 8 
cos 
Kako je ispunjen uvjet (10), ti. omjer: : 
ds? _ ; 
dag 7 (6.0) 


je funkcija od ui v, odnosno u našem slučaju od 0, to je preslikavanje 
konformno. Preslikavanje nije izometričko, jer nije ispunjen uvjet (6), nije 
ekvivalentno jer nije ispunjen uvjet (14) nego je 


4 
F2 o(sin8+1) Gi 


L 


Da je stereografska projekcija konformno i je vidi se joši 
Daj : ts preslikavanje vidi se još 
što je deformacija kutova jednaka 1: a ia 


Naći ekvivalentno preslikavanje sfere na tangencijalnu ravninu postavljenu u 
sjevernom polu. 


Neka je sfera parametrizirana kao i u prethodnom zadatku, a tangencijalna 
ravnina polarnim koordinatama, 


EA naći funkciju r= r(8), tako Ja preslikavanje bude ekvivalentno, tj. đa 
ude 


EG-F'=EG-F' 
Element duljine luka neke krivulje na sferi jest: 
2420024 g2ei 
PASA ds? =42d874 a'sin'eda", 
dsf=dr+rdQ?. 


* Kakojer=r(0), dr=r'd60, to je za ravninu: 


Dakle: saka 
E=a, F=0, G=ažsin?8, 
E=-r?% F=0, G=. 
Tada mora biti zbog uvjeta ekvivalentnosti: 
a*sinž8=rr?, 
odnosno: 
rr = a3sin8. 
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Tam 
mene 


Tntegracijom dobijemo: i gdje je & (- z 2uE 2) 
1 


E: 

== -ačc0s8+C ' 

2 o P. EI . ie 
geografska dužina, a je radius sfere. . 


j Za8=0jeir=0,pajeC=a', ' ' : $ 
f : e: : Valjak ćemo razrezati duž izvodnice koja prolazi točkom (— 4, 0,0) i razviti 
H s* a*(1- cos8). : na tangencijalnu ravninu s diralištem u točki (4, 0,0). U toj ravnini odabe- 
; x remo koordinatni sustav tako da je izvodnica valjka koja prolazi točkom i 
đ Traženo preslikavanje ima oblik: i (a,0,0) y os, a x os prolazi tom točkom i okomita je na nju. Za tako 
g 9 : parametrizirani valjak jest: 
i == 2gsin —. E 
r=2asin 5 dg?=daž+ dy? 
Ovo preslikavanje nije konformno, jer je deformacija kutova: Tada je (u lučnoj mjeri): 
fi ' Peg 
fi 
k ma dx=ad 
k ee : 
F. : 4ačsin“ — : s S 
Hi E 2 Zatim potražimo funkciju y = AP", odnosno 
: i Ja cos S | y=/f(0) 
L iga _ Eo _ / eh ai e i Po : takvu da preslikavanje bude konformno. 
bi ga GG sint 9 28.28 , 6 ! uda jed 
! ms Jasin zr o ocos ' Tada je: ' 
: dy=f"(p)dqy, 


Preslikavanje nije izometričko jer nije ispunjen uvjet (6), tj. jerje ds # ds. 
Postavlja se problem: 
Treba konstruirati geografsku kartu koja bi okolinu ekvatora što vjernije 


pa je za valjak: 
dst=f%(0p) d+ ado". > 


prikazala. Taj problem se rješava tako da sferu preslikavamo iz središta sfere : Tada je: a 
na valjak koji dira sferu duž ekvatora (tangencijalni valjak). NE : keu. pati Gee gla 

, . a: i =a, F= =a*008wy, 
Ispitat ćemo svojstva takve projekcije. i ; kJ 


Takvo projiciranje zove se E=f"(9), F=0, G=a. 


Iz uvjeta konformnosti (9) dobijemo: 


ze 
451. Merkatorava projekcija | : EG = GE, 


Umjesto, kuta 0 uzimamo geo- 
grafsku širinu (sl. 55): 


odnosno dobijemo diferencijalnu jednadžbu za nepoznatu funkciju f (sp): 


= 2 _ 8, (0<0<2n), at=a'f?(p) cos, 


ili 


& 1? (w) = 


pa je za sferu: 
ds=dd8+a'sirč8do, 


odnosno: 
dosega djč+ačcosvd g", 
Ž == 


Si. 55. : 


_e 
cost | 
Tada je prva diferencijalna forma valjka: 
2 
da ro dpi +aćd o? 


cos? p 
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i 
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Sama funkcija f(ab) dobije se rješenjem jednadžbe: 


| Fls=g 


cos * 
a ono glasi: 


y=f(qp)=alntg (z + 2). 


Preslikavanje nije ekvivalentno, jer nije ispunjen uvjet (14), nego je mjerilo 
M: ' : 


EE 2. 
- EG-FE* cos 


Preslikavanje također nije izometrično, jer nije ispunjen uvjet (6), tj. jer jc 
ds? # d3. 


Pogledajmo u što se preslikaju paralele i meridijani (sl. 56). 


: ' ady 
S obzirom da je da =ado, dy = f'(pidp = Eu 


to se meridijani preslikavaju u pravce paralelne s osi y, a paralele u pravce 
paralelne s osi x. Pritom se meridijani nataze u granicama od -z do m, paralele 
u granicama od — e do +e. 
Pravci su međusobno okomiti. 


452. 


Pogledajmo u što se preslikava loksodroma sfere pomoću Merkatorove 
projekcije. 


Prema zad. 277. jer je 0 = Z-m jednadžba loksodrome glasi: 
= 2, S 
d=ittgalntg 45"+3 +€. 


Budući da je kod Merkatorove projekcije 
x=a6, y=intg [4594 2) Ž 
to se loksodroma preslikava u pravce: 
x=&atga y+C 
Pritom je a kut kojeg loksodroma zatvara s meridijanima i on je uvijek isti. 
Promotrimo preslikavanje sfere na tangencijalni valjak tako da je projekcija 
točke P na valjak okomita na os valjka (vidi sl. 57). 


Kako je za sferu: 


S. 57. j 


ds?= ady" +4? 0081 d 6", 
a za valjak: 
dš?=dx*+dy" (vidi prethodni zadatak), gdje jex=40Q, 
y=asnvwy, dy=acosvdwv, 
to je za valjak: ' 
dš?=a?c0pdy+a?d o". 
Preslikavanje je dakle dano s: 


y=asinip. 
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i ka anna AA 


Budući da je: 455. Zadano je preslikavanje sfere 


E=a?, F=0, G=acogvy, od iz njenog središta na tangenci- 

. ze: IE : jalan valjak tako da je točka 
začosu, P=0,G=d!, | ine | 

E=ačcosae, , : P dobivena odmatanjem me- 


fidijana na valjak: pritom je 


to je ispunjen uvjet: 
(vidi sl. 59): 


jerje: ; i Ta 
Žak nr 2 H : + ra - 5 
a* cos" ip = a* cos", | Ispitati da li je preslikavanje 
pa je preslikavanje ekvivalentno. : ; izometričko, konformno ili 
i €kvivalenino. 


Preslikavanje nije konformno jer je tg&:tga = 1 :cosčay #1, nije izometričko 
jer je dF? dat. A 456. Isto za slučaj tzv. »centralne 
: projekcije«. Ona nastaje tako 


453. Pokazati da se valjak: da centar sfere spojimo s ne- 


F=ul+sinvj+(1>cosv)i ' Kom točkom P sfere, te spoj- 
thože izometrički preslikati na ravninu: ' micu produžimo do tangentne 
2_,.? ps ravnine postavljene u sjever- SI. $9. 
F=ui+vj. : tom polu u točki P (vidi zad. 
Prva ploha je valjak y*+(z—1)'=1,a druga ploha je XOY ravnina, 449). 
Kako je: : 457. Dokazati da se stožac: 
ie i Z=005v/ + sinvk : c=uc0sv, y=usinv, z=u uehR, ve [0,2] 
2 A&=iL kaj, ' i može razviti u ravninu, ' 
lo je: zet ' 458. Dokazati da se helikoid može položiti na katenoid. 
E=G=1, F=0, : 459. Dokazati da pri polaganju jedne plot d od 
zeta g : z ip nju jedne piohe na drugu geodetske linije prelaze u 
E=G=1, F=0, : m geodetske linije. u zu 
pa je: : 
dsa=ds?=du+dv. : 
Preslikavanje je još i konfor- I 
mno i ekvivalentno. i 
Valjak se može razviti u rav- : ; 
nisu jer su prve kvadratne : j 
forme za valjak i ravninu jed- i 
nake. i 
454. Zadano je preslikavanje sfere i 
iz njenog središta na tangenci- i 
jaini valjak tako da je (vidi si. i 
y=algv. 
Ispitati da li je preslikavanje i 
izometričko, konformno ili i 
ekvivalenino. j 
218 i 
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peva 


: | REZULTATI ZADATAKA 


12. a) [4] = 151, b) vektori Zi 6 moraju biti kolinearni. 


458) (-1,3,5). (4 -3-5), 9(131), 2-0, 0)13,0)0. 


: i 17. 2) (5, 1, 7), b) (0, 2, 14), e) (20, 4, 28). 
: X ' i . : 28. Prema 1.5.4) imamo: 
, i (dx), čxd, Ex) = [(axB)x(Exd)] (Ex) = 


| ili po 15.6). = (zx 6) [(ExDxEx I). 
[izraze u uglatim zagradama računamo po formulama iz 1.6.0). Rastavimo li najprije po Zi b, a 
zatim po ći d imamo da je prvi izraz: 


(ZxB,čxd ex ]) = (46 d)-a86 0) Ex) 
= [čla & 2) da, 6 0) (2x). 
Pomnožimo još skalarno izraze u uglatoj zagrađi s(£ x /) imamo: 


xh čxdčxD=(G6f)ačd-aaf)6čEd 
= (66 f) (6860) (da?) (25, 6). 
Rastavimo li zatim drugi izraz po či d, pa zatim po či fimamo analogno: 
' . : (dx5, čxd, Ex f) = (4x5) dEaf)-čdeni 
= ax0)[šE df)-f6de6)). 
odnosno: 
(7x6. axd €xf) = (2 5, daeD-dGbodef) 
= (4 b bh, £) (ad f)-(4 8, fa) (8. d, £). 


Kako su druga i treća jednakost identički jednake, to smo dobili tražene tri jednakosti. Zbog 


: H svojstva 1.5.b) sve ostaje mogućnosti svode se na navedene tri jednakosti koje su međusobno 
i s A i . > jednake zbog 1.6.b). 
ž 36. FOXFU 37. (FPXFU X FR (FE) KEV. 

pj 
' za : FXPJ)UXF 
; 38... 39 odn bina 
H Ej A KEJ 
i Vi Voxr) 
j 3 
i LEA za 
j > (PJ)=2f, dF) er 
40 au (7) SY (7 
i e. P)=2A+2, mA (FP) =2,A+2FF, 
u FF du 1 " uur Bu 3v aki 
: ' u 
) pad i 2+ DEF 

dv 


4 (xi) (Fui) RX Ka, 
Bu 


za (KR) = (FX Fo) U X Fo) 
v 
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ron no Da an MN a a do MR ta i na van 1 


508. —dt(+i) 


m A XB = (Fa PJ PDP X Fu] + (2% Poni 
51. a) pravac, b) pravac, e) parabola, d) elipsa, e) hiperbola. 


XP (BR + (FK Pao), 2 63 a5 -r>pbim0 : 


(XR) = ( 
; 64. tr 2v+dz-4 m0. 


Ouav 


(BAR) = (Fr XP) PUF XK E (PX Po). ' : 65. a=2b=/ 
m 66. č+z2kaz+2r+2z+1=0. 
. Da. : 
; : zak ako /2pz 
46. Množeći danu jednadžbu skalarno s &iF dobijemo: 7%. Krivulja leži na plohama: a" +y*=2pz (rotacioni paraboloid) i 2. = te s jeni njena = pro- 


Fe=0 F7 =0, odavde je jekcija nu ravninu XOY jest r=ag. i 


FO = const. (ravnine okomite na vektor 68), "74 gasgi zeni =zi 
= const. (sfere s centrom u početku radijvektora). g 3 
Tale g) mai, xa —,jyzash =. 
Zadana jednadžba daje kružnice čija se središta nalaze na pravcu, kolinearnom s di koji prolazi dao a x ach m sobna 
očelkom radijvektora F, a ravnine tih kružnica su okomtite na gornji pravac, ma . 3 : . ao 
' P ! 74. Krivulja leži na plohamajč+zieb? i az=xy (hiperbolički  paraboloid), gčt+zieb?, 
47. Uvedimo_Descartesov kuordinatni sustav, tako da je os OZ kolineama s č. Tada je: x (Fx6)= sida ts kakti doti : 
očlaček a?) = a7b?*. ziačta)=bla?. 


=xi+y/. Zadana jednadžba daje: 


stanove zi =0, odavde: a= Gel = Gei 2=c, 


Tražene su krivulje pravci koji su presjek ravnina okomitih na č(z = c)) i ravnina koje prelaze 


pravcem kroz pol O 1 kolinearnih s č. : 71. x+y=0, x-pa0 ' o 
(= Kr) : i 1 . dla 
78. Projekcija je kružnica sa središtem S = moa pi i radiusom r = 7 
2 m : 
79. *-. 80. V3(€-1). 8 Ba 2. 
2 
49. Prema zad. 35, da bi vektor bio paralelan s jednom ravninom mora biti: (12, £, 1) = 0, uz uvjete: i 6 < 5 cij 7 g ovaca x 
i £0,1e 1x 6 # 0 (smjer vektora nije konstantan). Kako su posljednja dva uvjeta ispunjena, to i 82. 94. 84. a 2 shi. 85, 9.96, 87, dete drča dele de, 
dolazimo da diferencijalne jednadžbe: : 3 nI a die 
i H Ta AR a eni H x-1 y-+ z&. i 
j 88. dsl drt+rd8%4+ rčsinč8do". 191. == 
12 -4 o 
yo op x 
Moa. bike i 102. gi e ee 
šo2paago 0 j noblk: s NR 
i X y K4 x 
io: i im. = 2 105 x=y+le2 106. se >=, G= — 
odnosno: 47 37 14 : 0 o» ? 4 
o ol a ! ; 
lay? 2yr' ape =0. 107. M,=(—2,12, Ji M;=(—4,3, <4). 
Supstitucijom y = e!:"* dobija se Bernoullijeva diferencijalna jednadžba: ' 
sr +e2z-xzi=0. 108. daa še Y-ashf ša Z-et 109. e = E 
Supstitucijom 7 = 2 “' dobiva se rješenje: ashi acht u ž 
' 1190, S ravninom YOZ tangenta je paralelna u točkama A, = (2,34) i A=(-23, -4), as 
ze 1 : rmninom XOZ u točki 8 = (0.0, 0). 
vii PE : =2 
CAŽ + x : : 1. ei4+yl=201, H2, Salai, y+22=0 
odnosno: kod ! 2 
i gr gti z-i 
Cox i 113. >> = “>. po r+2y+32—5=0. 
ne —, i i 2 3 Č 
aa 2 3 
Prema uvjetima zadatka (c,= — 2, 6,= — 3) dobivamo partikularno rješenje: i Presjek tangenata i ravnine XOYF jest y = mii 
g i i 
PL TA : 14. ; 2IyzKtz(a-2A)Y-ayZ=0. ' 
222 223 


i 4 
Zi 1 BihLa+y+z=0. 132. 4x+3y+2z2-5a=0. 
Ž boo EJ i pa 
: 115. a=[P(04+6)]% = Bk. 116.6 = 20 133. Z=ay+b. 134. Vbx- Vay=0. 
| 118. Prema zadacima 62. i 4 imamo: , 18. a = emi = i, jednadžba glavne normale, m 
i a - - 
i Kružaka: 24 = g, z= > 
| ružica Kr ve ui . ž ' 
1 : , Da “=— s , jednadžba binormale. 
119. Neka je krivulja: Z= (x(1), y(), z(0)), tada vrijedi: : 2 1 _2 
d s 7 0), z()) m0. ' mak mr 
Fr. Papain 139. že, > — glavna normala, 
i ,/ & (x(0), s) zb)) 0. 1 8 
Diterenciramo li ove pasi ; m me 2. 222i. vinormata 
ma na e ' : 
: Kom e "= + z u 
3 ad Era 
A Bo jeg dar + —-dz=6, 141. 2 = KAM 2 i R 
ž 9x ay 9z 3 KA era glavna normala, 
i tada su diferencijali u odnosu: 1 2 i 
. š 4 : SE: »- 7 že 
j da m dy G_i 9 : rudare JU*  — binormala. 
i | 8F AF 8F aF BFF ' 
yo az oz ax dk <.) ' x-Lo o y-1 zi 
O. 96 86 30 a» e : idi. "= TE BEE glavna normala, 
, | 8, 8z 82 ax 8x oy x-b o y-1 2-1 : 
= = binormala. 
Na'taj način jednadžba tangente glasi: ; 6 = + 
: : x-1 o y-14 zi 
X-x E Y-y Zle : 142. ga Pag = proi glavna normala, 
' pi jače RV ROK foo2 RR A bo KE 
2 sE | 9F aF ak 8F | : kr Era bicormala 
8y 82 4 | az ax i dx By | pravi _5 inormala. 
a 26 3& ae (90 36 | . 3 sA 4 “ik 
. | 2P=i-—cost = Zrak 
ay ez 3z 8x i 8x ay 143. f 5 cos . sint, č ' 
a jednadžba normalne ravnine: f"= (sinr, 00st, 0), Bb = E Cost, 5 sint, -2) : 


144, P= 


to3 
hmm 


(88 8 o af 


t 1 
. I Pasa ) h. ma boos, -sn20), 
Vo 2 y 2 2 


2 
9x 8y oz : 
: i RJE: 1 t 1 
39 8 o i b* = Sit jer Cos o , 


u 


dy az 


145. 1 


120. - =. gy(X-xlabriX-x)+xy(Z-2)=0. 


1 
X. Y..Z Pu 
121. z(K-a)+a(Z—2)=0. M2 >— + =1 123. (0,0,0). i AS jEzve 
: kz oy oz i 


124, e“ K-eY-2Z+21=0, ' : bo ka z (20%, al, Za"). 
125. 3x+3y+z+1=0, 3x-3y+z-1=0, 108x-18y+z-216=0. 
126. 4cost X — 4sintY-3Z—cos2i=0. 127. -aK+Z=0. 

128. bX -aY +abZ=2ab, 130. 4x+y+z-9=0. 


: 1 
] 146. P= A (cost sint; cost +sint, 1), 
ž : 
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si 1 : : i 
fi" = —— ( - (cost+sinr), (eosc— sint), 0), . i 154. sinasin(r-a) Xsinacos(t- a) Y4+Z=isha+ osa. 


+ boa OJ RN mE nezna 
Bb" = —— ( (sint cost; - (sint+cos!); 2). 155, P= Kk (f+k); = ra (Q2Qi-j+kho ob"= ri (+f-k). 
6 : E . 


V 


cos py = se cosy=0, cos = - 156. Koristeći parametarske jednadžbe: 
3 


7 i a. L j x= - (3 +cosr) "= > sint. z že a sin =. imamo: 
148. der P= mom P= 14-23). 5 pa. * 
2 1 : 
: 149, 2x -z=0 - normalna ravnina; ; NEE ; (sne COsf, COS 2) š 
y-1=0 — oskulaciona ravnina: i + cos? 7 


1 


li 
: 
i 
x+2z2-5=0 - rektifikaciona ravnina ] e 
B i : / 
i 
I 


LJ 
be PRPURCTRTRE (nz (2+ cost); cos — (1 +c0s!); 2) : 
1 13 + 3cosi ' 2 
180. P=; (13 21; 28); / i . :\ 
: ; Pezz ([-e" 7 +001) - 205]: -7 snrt6+c0s1); -saa)e 
dao 
fm ————— (-24 1-28 21); Q 
(1+207) 
m 1 gdje je: 
deer (20; 261% i; ' R t 1 : i f B 
i i o=1-eri (1+ cost) — žcos!)? + dot cos ni£ |. 
(-30+2(y-35)+28(2- 20) =0 — normalnu; po 2 4 ' 2 
pe = mor ame vn sage arelet. | 
21 31) + (1-21) (v-35)+21(2z-20) 2 rektifikuciona; , Nađalje je tangenta: 
20-31) 20-30) +(z- 20) =0 — oskulaciona; i E : ; 
1 s Ed Kakvi zn KANEA, 
151. Prema zud, 97. glavna normala ima parametarske jednadžbe: i X- 2 (1+cost) Y 3 sat o Z-asin 2 


Kezacost- Aa(a?+bč)cost < sin £ cost t 


Yeasint- Aa(až+6?)sint (*) ; binormala: ' 


1 
: 1 sint X 00stY - cos 7 Z=0; 
Er= na ploha što je čine sve glavne normale zavojnice (heliks) ima jednadžbu: 3 


Z=bi B 
z a đ. : oo 
Odaberimo A tako da bude udaljenost AB: jednaka /?, gdje je točka A =(X, Y, sia na glavnoj | Kk rs (1+ cost) i sint Z ram 3 
normali, a B=(x, y, z) na zavojnici. ik = ad 3 . 
: f t ' Žž 
U i sin (2+ cost — cost — (1 +cosr) i 
izlazi; A = TETE Ako je (>a, tada je A <0, pa je traženo geometrijsko mjesto opet | 2 : ) 2 
a(a i i 
zavojnica: ; : 
i ; glavna normala: 
a=(a+l)cost, y=(a+l)šinrj z=b1. i pe a Ž 
: nem a . : s fi o --— si Z—asin — 
Ako je !<a, tada je A>0, geometrijsko mjesto točaka na glavnoj normali je opet zavojnica: K sk (1+ cost) Y Z sint, 3 
r=(a-fceosn y=(a-i)sini, z=bi. s t 277 u Bon 
nage : —cos' — (1+cosit)—Zeost = sinr(6 +cosr) sin = 
Ploha što je čine sve glavne normale dana je gornjim jednadžbama (*). Eliminiramo li riA, imamo: | kuc G ) 2. ( b 2 
y-asini m ; š R 
= 1,1). pexigi normalna ravnina: 
4 —acosf | 
1 
i 
1 
i 


z skulaciona ravnina: 
=rtg ra i zove se helikoid (vidi sl. 40 na str. 110). oskutacion nina 
sin — (2+ cost) Ko 0os > (140052) Y+ 22-2sn (54 cost) =9; 


+ i 
152. z = Jasin >. 153. A =(1,1n2, —4). | 
m H B rektifikaciona ravnina: 
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: : 5: 1. Bi. ilx-qa y-a z-aG 
[2 (1+cosr) > 2c0s1 X-7 sint(6 + cost) Y — A a pa ER =(0 (kaozad. 162). 
i Bh maa STRES : bi b, b 
i : sao 2+ (3+costY=0. 
2 4 192, Neka je jednadžba krivulje Z= (37, 36,21%) 
3 1 
p . 2 b 2 3a 1 3 : 3 
Pa rima s ; 164, x= >>; re ————. 2—=—(217+1); s=a(24a5+3); 
163. x Kr T Zab Dia 2(tra) 1 R 22 ) ETE ) 
i i = =» ske 
l iz , 2* Neka je zadan smjer: đ (i + mj + nk, a kojim tangente zatvaraju konstanti kut: 
| Ve .deF 3(l+2mt+2no) I+2mt+2nr 
i lo a A E Zas pokisli nor a rr s roda dn, Đ 
i (+e igl [ei 3 V)+mč+an? Vi+4r+45 Vi ++ *(26+1) 
| 166. r= «um - = u zadanoj točki: = -x= > < Da bi cosa bio konstantan, tj. da ne zavisi od f mora biti: 
d 2+1) pinesnnis: 
kh i ; l+2mt+žnčak/P+m+rQRP+1), 
mana m3 170. xer= or. i 
H anssiši 2achžt 3+ u 
škau 3 “zo 4 : 1 tj. mara biti: 
2 25 sinteost *25sin tcos! 2n=2u4 2m=0,1= 4 odnosno: 
V2 1 113 ag n=uonm=0, =, pa je traženi smjer: 
== o te——e RE m 
; 172, # Ze T Em (a? +12)? i , PAT: : 1 : S 
1 - 3 d=u(i+k). Tada je cos a= —:, pa je konstantan kut a = pa 
i 174. x=/2 r=0 a V a 
a i 193. x+y- V2 z= (0, gskulaciona ravnina 
+ 2/1 +36y0+64y" my ARE 
175. x = V eia po T= - u . , : Z-—z (sinr+cosr)y 
: k x«—-a "—asin 
FERETTSi 1+ 3604 6dyi _x—acost = pasini Y2 
i je sam : sinr— 3cosf = cosf—3sint — VA (sint+ cost) ž 
H i76. x= re FESB E 
i 2\a 2x 1 nara 
—=—/G-sin2/)\ T= 0, pa krivulja leži u ravnini: 
, 1 VGa+b) de. PRE 
177 x=z= ZRBTIE 178. a = Kora š x+y- V2 Z=0, rj. u oskulacionoj ravnini, 


1 = B L sa 194. 30 x 3ty+z-a=0 — oskulaciona ravnina, 
179. < =\/6, r=1 180. 2, -—. 181. a=b. : , B , 
x 2 na e Zi 
. ZL ALI PS AAS glavna normala, 


1 +449) 


182. za t = I ' : 183. za t=2kn (k=0Q,ft1h£2.) : i 


184. za t=Q, x je maksimalna; normalna, oskulaciona i rektifikacjona ravnina glase: : Bh ' Xx 2(1+97 491)" 1+9r 
, (x- 31) +20 -32) +28(2—>20) = 0, 135. 1" Iz sustava jednadžbi: 

> 2(x> 3-38) + (2-26) = 0, : Ax +By +Cz +D=0 
—_2(x—30+(1-26) (1-30) +21(z-28) = 0, Aa +Bas1+ Ca,tš+ D = 0 
odnosno u točki t=0:1=0,7=0,y=0. ' Aah+Ba;+Cali+D=0 
Aa Bath Cagl]+ D = 0 

iuylrvč+ u? / 
fo od+gp 

, 


185. x = Proizlazi jednadžba ravnine: 


186. f(1) = > cost Vir costi Pp 187. li) =ač+at+ a ah Ga 


mom ono 
li 
o 


188. 2x+3y+192-27=0. 189. r-3y+z-4=0. 190. x>4y-2z+3=0. 


228 m i 229 


Gi 66 


Pomnožimo ovu jednadžbu s množeći prvi redak s a, 641, zatim dijeleći prvi stupac 
LIZI 


st, Orugi s a, treći s a; dobijemo: 


Ga GG MAŽ Gill 


t fi m 1 
' a : =0 
Gb ii iš J 
b i tn i 


odnosno: 
meth—n) (6—e) (6-1) hbt+ih+b)]s 
-aalo-1) (&—h) (4-0 (+atb)y + 
+40m(h—h) (arh) lah) 2 > 
—aaGahhtit-t) (h—6) (6-6) =8. 
Dijelivši s (&— 6) (&G> bh) (4— 1) dokazana je tvrdnja, 
2% Ako u 1? stavimo za hh —> (i za 4; + f, dobijemo: 
Zair Za ay +2 = 0, 
što je jednadžba ravnine u kojoj krivulja leži, pa je to prema tome oskulaciona ravnina. 
200, Ako je jednadžba kružnice s obzirom na pol O 
F=a(l+co5Q) +asnoi (doan), 


tada je jednadžba nožišne krivulje A =a (1 +cos g) (cosp(+sin gj) odnosno Rea(1+cosp]. 


Nožišna krivulja kružnice u odnosu na točku O jest kardigida. 


a a 

bom =—— X 

Opseg: .=2| ix[ Ir[ds = | — Vašll + cose) +ačsičpds.  o=8a 

a 
o n 


su Za ra ave So 
bt baši 
202 2 y=al sin vosfi, za = 
a'+6" a'eb? 


224. Ve + Vy + V: = Va. 225. Rotacioni paraboloid: z =45+ g". 
226. Čine pravolinijsku mrežu. 

227. x=usinucosv, y=bsinusinv, z=ccosu, ue[0.m].ve[—ma]. 

228. x=aucosv. yabusni, z=u, ueR,ve [02]. 

229. x«achucosv, yebchusine, z=eshu o ueR, ve[0,2x). 

230. x =ashucosv, rebshusuv. z=echu ua Rove [0,22]. 

23. x=acosv. rebsinv. zzu uneR,ve [002m], 


232. szaucosv, yebkusnv, z=aueR,ve [0,2n]. 
233. x=aucčhv, rebushe, z . 


234. Ploha je hiperbolički purubaloid x? — y? =4z, A — leži, B — ne ježi. 
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235. Mije familije paralelnih pravaca obje paralelne s koordinatnim osima, 
236. Zrake koje izlaze iz ishodišta, i familija koncentričnih kružnica sa središtem u ishodištu. 


237. Krivulje v = const, — familija elipsi s istim fokusima i odrezak [— 1,1] na osi OX; krivnije 
u = const, — familija hiperbola istih fokusa i odresci (— s, —1]5 (1, 0) na osi OX. 


x 
238. u = —. 
2 


239. 1* asa ka 1, što je slera. 2 u = g su paralele, tj. krugovi na sferi u udaljenosti z = sinc od 
ravnine XOY. v = € gu meridijani, 1. veliki krugovi na sferi koji nastaju kao presjek sfere i ravnine 
y=xigce. 3" uiv su geografske koordinate : 

240. u =c predstavlja krugove sa središtem na osi OZ. Plohu je prema idme rotaciona, a nastaje 


rotacijom kuivulje z = f(x), y=0, oko osi OZ, 292 =f(Y/4' 47). 
241, eliminirati parametar v. ' 
242. Prema zud, 215, i 222, to je rotaciona ploha koja nastaje-rotacijom krivuljex=4+bcosu,y=0, 
z=bsinu, u e [0,22], dakle, kružnice (x — a)? + z*=b7, oko osi OZ. Ploha je prema tome tarus, 


s jednadžbom (x? +? -aY+z=bi < 
243. Prema zad. 215, to je ploha nastala rotacijom krivulje: 


lipnja nga 
gao Vuče, y=0, z=u, dakle hiperbole «* — “= 


2 


oko osi OZ. Ploha je, dakle, rotacioni jednoplošni hiperboloid s jednadžbom: 
2 
d+ =r=t 
) E) 
244. x=1+2u-2vu, y=2+3ut+dv z=đd+9u45v ave R. 


248. 124-914 72-90. 249. IBx+3y-42-41=0. 


250. 3x y-2zedm0 m >, 
j Zo Er o 
GI deg die tio EE oz 
“ 6 3 2 d 
252. &) GxCOSvy + aysin ku z= ' 
Paki — u : 
doda o a(z> EDDIE 
COS g Sih ta E ara 
' V2 zm Va »-/ a(z—- a) 
bb)aty—-ze0; = m =>: 
a 1 l —-y2 


i tangenta na krivulju si== 2: 


253. a) na krivulju u 1: 


zob Pa zA H = (0: 
e sra Bk i i 
R n 
na krivulju w=-—: 
2 
L.2. 0 (> 1) ++ M2 a) 
1 IŠTA BrDtprneed) =; 
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i 
H 
i 


oN nm nn nd m 


288. 


290. 


232 


+ 3x+12y-2-18=0; 


B 3x-2y+32-4=06; = 


o dgt=duč+ Ridvi “ 


odai= < 


b)ocos a = 254, +yae'; Icosva + Zsinvy— uz—Ze(i—Inuj)=0. 


i 


Qxt+2y-z-7=0. 


.xcosv+ysinv- a=0, F-č(v) -a=0, 


ako uzmemo: #=ri+yf+zk, č(y)=cosvi +sinvji 
xs1 
3 


3x+4y+12z-169=0; -——— 


£=3 


3 


. : u _ 
+ xCOsucosv + jycosusinv zsinu +alntg S sinu =0. 


124 +9y+202-— 1400. 


+ Koordinate točke N su: x=e%f(cosb—sinQ), y = + e*f(cose +sing);a = 45". 


. glu = ku; tangenina ravnina: 


kyX-kuY+(B4v) Z-kluč4 vijaretg--=0 i 
u 


oskulaciona ravnina: KsinuX --kcesuY +aZ-kau=0 


u zajedničkim točkama, tj. za a=acosu, v = asinu se poklapaju. 


.a)v=ettu Fa (o*"cosu, e*"sinu, Vae*"). 


. daže (ačcosču + ečsinču) duž + ?sinču dvi. 


280, dg? = (1+) duž kučdv". 


2. da? = (2+ 417) duš kačučdvi 
ds = (a'siču+ ežeh'u) duž + ažehud #?. 
2 d5? m (gehču +e shču) du? +ačstčudv?, 
o dstmb?duč+ (2+ beosu)'dv?, 


odem otgčudui Ha? sinču dy? 


u SK Ba) 
a) dsš = ch* du? + a?eh? du? 
a 


b) ds? = duš + (a5+ 17) du? prema zad. 221. a) ib). 


ds? = a?duč+ (čut +b?) dy? 289. dsš = duž+ dy. 


, 


A ; u: sed aš 
[(a7cos'y + b?sin?v)tosču + ečsinču] du? + oi sinžucosžvdudv+ 


+ [slažu (a?sin'v +b?cos'v)] dv?, ili: 
ds? = (a?[cos*v+ (1 — £5) sia?v] cosču + e sinžu |) daš 
moda 


zar £sinŽucos2 vdudv +4? (sinčufsitv+(1-— e) cosg?v]) du", 


291. 


292. 


293. 


294, 


295. 


296. 


298. 


381. 


393. 


304. 


Usporedivši sa zad. 270. naći ćemo p i 4, a zatim zbog dz=pdx+qgdyiz=e? + Veky. 
Odatle už uvjete zadatka: zl mače yči ze 4x2 + 4? (rotacioni stožac). 
Pioha je stera, jer je + yč+zč =; ukrivulje (v= vo) su meridijani, a vekrivulje (u = uy) su 
paralele. ds?= di? + sinčudv?; dS = [sinu | dudv. 
u-krivutje (v = vo) 1 vskrivulje (u = 4) su parabole, pa je ploha paraboloid; € =(f+2ub Fv)", 
G= (2Dvd+b+uč), F=(đ+2ub +vč) (Q2vd+b+uč); 

dS = (1-4) (FX5) + (2uč> v) (Bxč)+(26 a) (Ex 6). 
U izraz za okomtitost dviju krivuija (vidi $ 8,3, d) ): : 


Edudu+F(dudv+dndv)+ Gdvdy = 0 uvrstiti podatak da je za prvu krivulju €,:du #0, 
dv#Q,a za drugu C,:df = > A/Bdu. 


Analogno kao prethodni zadatak: €, ima du #£0,dv#0, QG:4,dl+ p,d5 =0. Odavde uvrstimo 
dv= —p/0dd u izraz za okamitost dviju krivulja, (Ed. F0) du+(Fh—GB)dr=0. 


t a 
v+ctgu=€. MTIi= sat B, gdje je B parametar. 
u 


Dvije porodice krivulja na plohi zadovoljavaju diferencijalnu jednadžbu: 


du \? da ako s d d 
A EL] + 2B| -—— | + S =0, čija rješenja ćemo označiti s: €: Es —, a &, 
de dv dvi dy 
du dui . 2 du da C dau da 2B 
——> | = >. Tako imamo da vrijedi: == + = >, što ouvr 
dv fi de dvo de A dv dy A 


šteno u uvjet artogonalnosti dviju krivulja na plohi: 


du da du di = : Sd 
Ed +F|——+—— | 6 =0 daje traženi uvjet: 
dy odo dv deo 


EC-2FB+GA=40. 


. Prema prethodnom zadstku, 300. U uvjet ortoganalnosti dviju krivulja aa plohi uvrstiti da je 


prema uvjetima zadatka: 
COSH GCOSU 


GC: dv= — du, a Cu dš = ro; 06. 
dt sin'u 
ni i s mi a (uzeti rene ) 
aju=t-mmmri, PE zr (Uzeli Samo i SAMO — )) 
j Vi+ač Vl+a : 


b) cose = TESET: 9) ee (0,1,-1).: 


Va Veri Val+6a+i 


. Prema $ 8.3.4) i b) uvjet da je neka krivulja na plohi oriogonaina na koordjnatnu vekrivulju 


(LE0, Š=c, da#0, d#=0) jest: Edu+Fdv=(Q, a uvjet ortogonalnosti na koordisatnu 
vektivulju (vć0, u=c6, dy #0, du =0) jest: Fda4+ Gdg = 0. Edu + Fdv =0 doje 2du+dv=0, 
a uvjet Fdii + Odg 0 daje: 


da+(uč+1l)dv=0Q; 2Zu+v=aiu=ta(Q-v). 

Kao prethodni zadatak: Edu+Fdy=0 daje: (+26) du-adv=0, a Fdl+Gds=0 
daje: —adn+dč=0;v=a Va 1g V2u-c),v=au+ca. 

a) dgž= (817 +v))dič+ Zuvdadv +(817 +12) dV"); 

b) ds=2 f2vaidv, ds=(8uč+ljdu, ds=žu HTa ridu; 

l-a? 


1+“ 


c)s=3/2a'4a'+2. 305. cose = 


233 


306. 


307. 


310, 


3H. ; 


312. 


313. 


E=vcoča, G=l, F=0, Cr da=0, ds#0, 


Cr: dv=medu, co58 = 


s= [sht-shia]. 308. cosa = — 


s=Alu-ul. 


da [uw 


2 
309. cosa =“. 
3 


đu it ti 
sea pra koke lntg na lute a lu 
KRI 
S=—V2+wu+y2)] 
2 M 
mare 314. S=2a7. 
ža EE 


5. S = f du [ b(a+bcosu) dv = dačab. 


U LJ 
Gae 


329, dI = > (d uč+ sinčud "). 330. H=Rdw. 
Va? cos*u + ešsinču 
ku m ac 
334. = -===zdv. 332. U = oem (— duž + ch uđu *). 
Vi+4 Vačshju + cčehču 
ac ij: 
333. 1] = === (da +shčadu). 
Ve dču +e shu 
_2a 
334, 3 = y === g (di? +uždv"). 
aš 
335. [| = bdtč+cosu(a +bcosi) dv?. 
E i X >. € 
336. [I =al rctgudđi + sinucosudi?). 337.1 zad = di?i 
a 
338. IP — 
NIRESTAFTTTETATIU 
339, Prema zad. 318. 1 = bade njen y 
MV+Af+fG 
a? eli af 
Iz uvjeta zaduika je: a =0 rid = 0, mid = 0 
Da“ Hrdy 8x 
Opće rješenje ovog sustava je: f/= ax +by+c. 
3 5 1 3 
340. Kr “o oKh= >>; Ke == 
* 9 “ a.“ pa 9 
ame u rm a a e a ana 
R R R R? R 
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(Gaussova zakrivljenost je konstantna i pozitivna.) 


356. 


(a 


H Li \ 1 
M, rek rei M3. Ke Ke—, 
1 pm Bi 
344. zo 7 lav + VU +10 499) IZETA. ; 
l 53 ki Ž 2 
pru [-ay (1+) (+97) Viri, 
2 
liač I+a? 5 
od -, M - ; Ks =a. 
nE o A 345. Kie2a, K=2a 
346. Ka -a, H=0. 
jo NR iu 
349. Ka 00 E oKu=—1, H=0, Hr=0 
(1 4+ talax +itgayy 
- a? CR 
Kern =- rim 351, Ke -—, H=0 
i (Pkaičkače)“ “a Hau + Pp 9 
4 o . bin 
352. K= e. . H == (g'-b7+uv), gdje je 
KE VE 
gadačbj+ dika — uf +bč(ukv 
353. Ratacionu plošu paramcirizirati ovako: 


l H 
g=ucgsv, yzusne ze—u ueR, vef0,2xn). Zatim prema zad. 324: K=0, 


ty = 0. po = 0, pa su glavni pravci: u = const.. u = const. 


ab (du? + sio ud) : daj -ab -b 


= 


8 =. K , 
“E Edu* + a? sivčudv) EYE aVE 


" 


ZaEVE 
krivulje zakrivljenosti ujedno parametarske krivulje, ti. u=consi. — paralele i «const. — 
meridijani elipsoida, 


K= | : | oHa= > Dene gdje je E = a'cosu + b'sinčus jer je F=0, M =0, to su 


KE a. zu u ela se Po Ki= Ve—I, Kkomom ET 
Ve“ — 1(e*dič+d »*) Ye E 
K=-1, A= E ; jerje F=0, M =0 krivulje zakrivljenosti su parametarske krivulje 


(u = const.. = canst.), ploha se sastoji od hiperboličkih točaka. 


Stavimo li x = te cosv, yo = usin vw, a udaljenost neke točke M pravca » od sjecišta s osi OZ sa »a«, 


u 
tada je z=4c0s58, no izlazi a rk paje:F= (ucošvo usinv. uotg6j;na Rive [0,22]; 
in . 
cos 8 cos 
K=0. Kr= Kal H= 
u 2u 
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“357 1" Prema zad. 324, mora biti srednja zakrivljenost jednaka nuli. Dolazimo time do diferencijulne 
jednadžbe: | 5 


o flf'g"-fg)+g' U +2) = 0. 


Podijelivši ovu jednadžbu s g" možemo je napisati u obliku: 


Uzmimo supstituciju: 


pa no of =4g df=tdg 


= J 
Jednadžba tada glasi: 
1 
fdt= (++) df. 
Separacijom varijabli dolazimo do rješenja: | 
+vr-e 


& 


f 


Treba još riješiu (separacijom varijabli) ovu diferencijulou jednadžbu: 


4 e V/P-ci cd 
42 = nE odnosno dg = + oi zo 
g! CG : Kf-a 


Rješenje glasi: 


g=kaarh 4 + 
& 
'Traženo rješenje predstavlja familiju rotacionih ploha: 
' fu 
x=f(u)cosv, y=f(u)snv z=taach““-+c, ueR, ve [027]. 
Gi : 

Usporedivši to sa zad. 221. a) plohu možemo napisati i pomoću funkcije g, uzmemo li da je 
f(u) izraženo eksplicite pomoću g. 
š etg 

=aočh—, 
f=a s 


dt GE : 
x= Gei ZLE cosv, y=ach : 8. sav; z=g(u), ueR, ve [0,2n]. 
: (e h 


CG i 


2? Treba statiti f(u)=u; rješenje diferencijalne jednadžbe: ug"+g'(1+g%) =0 jest: 


u 
g= tasth — +e. Ploha je katenoid: 
€ 


u 
x=ucosv, yeusnv zetasdh-+a ueR, ve(0a]. 
& 


3% Treba stavili g (u) = u; rješenje diferencijalne jednadžbe: 


Gotu 


i+f7-jf"=0 jet f=ačh 


£i 


Ploha je također katenoid: 


Gobi. 
cosv, o y=cich -———sinv o zeu ueR, ve l02m). 


Gotu 


X =COch 
. € 
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358. E=f", G=f"4g" F=0, L=0, peku, 
Vitae“ 
Ne. H=0za EN-2FM+LG=0. 
Vr+ 1 


Jer je F=0, L=0, mora biti N=0. To nam daje diferencijalnu jednadžbu: g"=0(f #0). 
Rješenje jest: g= cv +. Za f(u) = cu ploha je helikoid, 

ž ane e 
359. 1. Za rotacioni elipsoid: K = — GoPrePinej" 
2. Za kružni valjak: K=0; 3. Za kružni stožac: K =0; 
4. Za jednoplošni rotacioni hiperboloid: 


FL 


Ko rei 
(ažshču + ce? e? u)! 
5, Za dvoplošni rotacioni hiperboloid: 


g? 


7 Kačchču+ cistu)! ; 
du toradlani pnraboinići a ua 
. La Totaciani rab dK= > ; 
otacioni parabolvi Ig 
Cos 
7. Za tours: Ka 
b(a+bcosu) 


i 
_ Bi 9) Za katenoid: K = —- ————>, 


8. Za pseudosleru: K = - z 
a 

act 

a 


361. Diferencijalna jednadžba krivulje zakrivljenosti za plohu z = f(x, y) glasi: 


dy" o-dxdy da 
l+tq* paoo1+pi=0, 
M s r 


pa je: 
362, Meridijani i paralele (u =c,, v= 06). 
363. Koordinatne krivulje (paralele i meridijani, koji su izvodnice valjka). 
364. Koordinatne krivulje (izvodnice stošca i njihove ortegonalne trajektorije). 
365. Koordinatne krivulje. 
366. y=aqxr hya 


367. Najprije, prema zad. 317. i 341. zaključujemo da je a svakoj točki ravnine i sfere svaki smjer u 
ujedno 1 glavni smjer, jer je jednadžba glavnih smjerova (12): 


>A 
> 
ti 
š 
o 
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o 


372. 


318. 


319. u 


380. 
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.KEGO,H—2Vv=c. 


ouma, umaci 379, kaco um = 


identički zadovoljena, tj. išentički je jednaka nuli. Nadalje, kako je (glavna) krivulja zakrivljeno- 
sti takva krivatja, kod koje je tangenta puralefna s jednim od dva glavna smjera it 3 (is, to izlazi 
da je krivulja zakrivljenosti sfere i ravnine paralelna sa svakim smjerom, odnosno svaka krivulja 
ravnine i sfere je ujedno 1 krivulja zakrivljenosti. 


. Vidjeti prvi dio zad. 367. 
-E=C=9(1+u+VFY;b= -N= —6,F=M=(0 


. Naći p, g, FS, 4 pa su krivulje zakrivljenosti dane jednadžbom: 


da“ —drdy dy? | 
biak oi" ctxgi otzčketat | 
TEO ei p=0. 
b* ab a* 
8 xy b?— yč 


Razriješimo li determinantu,, stavimo umjesto z vrijednosti iz jednadžbe elipsaida, pa nakon 
skraćivanja jednadžbe s(a*b'—b*ač— ay?) i uz oznake; a= ble oB=a-ač, =a —b" 
dobivamo diferencijalnu jednadžbu za krivulje zakrivljenosti: 


b? Bryda? — (0? Be? + a? ay? +0? b? y) dxdy + ačarxydy? = 


(Ovu diferencijafnu jednadžbu prvi je riješio Monge.) 


: a. ša 
deč=11+ ps. dx 245 A dxdy+ a dy"; 
g? pg T 
= = [qdxž+pdy?] 
/ ž 
Bo gri 
a 
2 2 
i prah ak 
K = a Me z 2 Kea 
al y? 2 x? yž si 
palit 7+ žpalit vt 
9? a p q 


krivulje zakrivljenosti dobijemo kao rješenje diferencijalne jednadžbe: 


qxyds*+(pa(a-p)+py'-qe'|dxdy-prydy*=0. 


. X = 0, = 6, (koorđinatne krivulje). 


375. u+ VE, uv 6, 


fe Vehv a Vse 


e fehv — Voho 


1 u 
"=m—-inig —. 
m 2 


va=a+hntg“ 


ni 


= €,; druga asimptotska linija ima impticitnu jednadžbu: 
u(uč+ vr) clič = 0, a dobije se kao rješenje Bernouilijeve diferencijalne jednadžbe; 
v 
2u*— — Sučv—v=0, 
Ju 


a) diferencijalna jednadžba asimptotskih krivulja rotacione plohe glasi: (f“e"—f“gJeč+/fe'= 


385. o= 


Parane 
čija su rješenja oblika: v = + | PLZ aura 
d f8 
b) i=(e*, t=Ce"ć. 
381. vao, ueaf' tja keko f(c)), 
F= (6f(0), 60f(0), f(0). 
Ko 
382. vao +nau; vec, Inu; ploha još glasi: -— Ž-<02. 
: a? b? 


383, v=cohbarctge"j v=eo-arcige. ' 


384. bdu* + cosu(a + bcosu) duž =0, asimptotske krivulje su rješenja ove diferencijalne jednadžbe: 


Ve du mao“ 3a 
ves iti =, za o<u<-> 
Ve cosu (a4 bcosiu) A. 2 
ma La 3gE kam: a. 
Krivelje u = a iu= osu takađer rješenja diferencijalne jednadžbe (singularna). One su 


familija asimptotskih krivulja smještene na unutarnjem dijelu torusa, 


n 386. vc, 1j. 
1+ c0sq 


F= (aucose, ausine,, be, ) — pravcij u= ca, tj. 
F= (ac,c0sv, ac,sinv, bv) — zavojna krivulja. 


387. Let? + 2 Mđudv + Ndv? = 0 istovremeno je ispunjeno za du=0idv=0akoje L=0iM=0. 


388. Prema zad. 298. uvjet da bi asimptotska mreža dana diferencijalnom jednadžbom: Ldu? + 
+2 Mđudy + Ndv? = 0 bila Ortogonalnia jest: EN> 2MF+ LG =0. a odavde sfijedi da je H=0, 
prema $ 9, (17). 


389. y=aa“, y=oa", gdje je: 


* nm + Vrm(m+n—i) -num—Vium(m+tn-1) 
a= = = A : 


n(n> 1) ć n(u-1) 


: 4 uo. 
390. Ploha je katenoid: F = (ae cos v, ach —sinv, .) ue RV e [0,21], njezine asimptot- 
a a 


ske krivulje jesu rješenja diferencijalne jednadžbe: duč=a?dv", odakle je u= kav+c, tj. 
«jedno rješenje je u = av, u,v € R, što je dana krivulja. ha 


a 1 : ' : 
3%. ze = zi 2 F=0; 3“ projekcija asimptotskih krivulja; nalazi se iz jednadžbi: 
ap : 
day t V3 (2+ 92) ' : : zak 

y'= naz. , čije je rješenje u polarnom sustavu: r=€ e*18*. 

Fa? 
392. Iz N = 0 izlazi uz uvjet (Il) =1:f(v)=ov-1-a. 

me X z a ERaG : š u 
šok: a 3 rr 1 > eliptički hiperboloid; 2 a*=b*; i 3 v=tg (« Ž ) 


394. Ako je os torusa vertikalna, onda se najviša i najniža paralela torusa sastoji iz paraboličkih 
točaka; te paralele dijele torus na vanjski dio s eliptičkim točkama i na unutarnji dio s 
hiperboličkim točkama. 


< 


395. Fliptičke. 396. Hiperboličke. 397. Eliptičke. 
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398. 
401. 
404. 
405. 


496. 


487, 


408. 


409. 
419. 


41. 


412. 
413. 
416. 


418. 


434. 
435. 
439, 
443. 


445. 


446. 


447. 
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Elipučke. a: 399, Hiperboličke. 300, Paraboličke. 


402. Paraboličke, 403. Paruboličke. 


Paraboličke, 
Hiperboličke, * 
Plohu Vs +z=snx predočiti u parametarskom obliku: = sin ucosv, z= sinu snv,r=u, 
ue R, ve [0,22], te prema zad. 319. plohu promatrati kao rotacionu, Lj. fle)=sinu, glu) =u; 
sve točke su elipučke, a u presjeku s osi rotacije (za u = 2k 1) paraboličke, a 


Za x=1 parabolička točka, koja dijeli plohu u dva dijela: za x>1 eliptičke točke i za r<i 
hiperboličke. 


Hiperboličke. 


Dvije točke: sjecišta elipsoida s osi rotacije. 


Vrh paraboloida. 


ud Sf ha Na t 

TI = . = Krema odnosno: zpg=s(l+p),r(1+q)=(1+p). 
i m poć. BA 

Dvije točke: Aj» = 10, & Valr—a): TI : 


(ka, 0, 0), (0, # b, 0), (0, 0, € c). 


414. x=2u, eu, z=2u0. 


U izraz za K i žH uvrstiti uvjet za kružne točke: 


E=zrL,F=:M,GalN. 417. (a, ta £a),(—-a Fa Fa) 
X 32 A 2 b 

1* ŽL-at1o PR=2. 49282 hi 
lo + 3 
4 9 


Vidi zad, 421. — kružni valjak polumjera i. 

K=0. (436, K=0. 437, K=0. 438. K=1. 

K=-1. 440. K= —1. 44h. K= -1, 

Prema zad. 204. i 266, kružnica polumjera r je paralela u = const. na sferi. Tada je i=d= 0, 


vey vel, 8=8; 
, 


pasdnE MAE uke 
, Re Ro Sokal 
u 
0) Ke = zapo 0) Kio-e— 0. 
a) Kk= rr a oja 1Bv"+2B'w'+ B?B'v''), odnosno 
: Ka (Bvy nie By" zi 
gi I ik (0 i 
Prema zad, 288. diferencijalna jednadžba geodetskih linija glasi: 
u“ = 2auv? (1) 
y=-2 mE. uv (2) 
2214+ 6? 


448. 


454. 


455. 


:456. 


457. 


458. 


uz prvu kvadratnu formu: 
=atu?+(atič+b?)ve? (3) 
Podijelio (2) s +" i integrirujmo, pa je: 
dvo € 


Škrkrno 6 


iz (3) zbog (4) imamo integriranjem: 
' du 1 Veu+b"-cj 


u = = i = 3 
ds € Vačuč+bi GI 


Podijelivši (4) s (5) imamo: 


acadu 
va o = Ca. 


E: == + 
Via? uč+ 6?) (ačuč+b'—ci) . 


Premu zad. 432. jednadžbu geodetskih linija pseudosfere naći ćemo kao za rotacionu plohu, 


u . a 
tj. fsasinu, g=zalnig a + acosu. Jednadžba (7) iz zad. 432. glasi: 


sinču Ma*sinču 


čije rješenje [ spsitucijom snu = 2) glasi: 
z 


i o oVatsu'u—ci : 
imi du+ca 
ci sin u 
Preslikavanje nije ekvivalenino, nego je mjerilo M = a" nije okonformao nego je 
1 Na : ' 
[ga riga = —ooe; preslikavanje nije izometričko. 


Costa 


Preslikavanje mije izometričko; nije konformno, nego je iga:tga = ja gkvivajentno, 
Cosi 


sA 1 
nego je mjerilo M = ----— m 
x, COS 


Prema zad. 449, jednadžba tangentne ravnine kao skup svih slika jest PP =acospegdi + 
+ asinpeeB; +ak, 8 € [0,1], be [- 2,1]; pa je za kugu E=a", F=0, G=;20018; a za 
langencijalnu ravninu: : 


Sj a? £-0 2? cos? 8 ales okteh m sam 
pise =, u= jas . Preslikavanje nije izometričko, nije i 
sin*g X , sin: 8 A $ ž ti ONLGTM NO nego je 
igčitga=sin8; nije ekvivalentno, nego je M = ———. 


sin? 9 


Budući da je stožac dst=2du*+ učdv?, a za ravninu u polaroim koordinatama: d$ = dr*+ 
+rčde", to du bi bilo dg? = d3? (da bi preslikavanje bilo izometričko, odnosno da bi se plohe 
mogle položiti jedna na drugu) mora se uspostaviti preslikavanje f:S —> S dano jednadžbama: 


Dar =. 


Prema zadacima 287, 288. i 221. jednadžba helikoida ima oblik; x=ucose, y=usiav, z=av, 


. u,veR, čija je prva kvadratna forma: ds? = du + (u + a?) dv?. Jednadžba katenoida se može 
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459. 
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napisati u obliku: 
foo 
—— u+ Vuča a 
x= Vu*+ačcosv, y = fuč+ačsinv, z = aln >>, 
a 


uER,v€ [0,27], čija je prva diferencijalna forma dš* = dr + (17 + 0?) dv?. Prve diferencijalne 
forme su jednake, pa se plohe mogu položiti jedna ns drugu. 


Prema $ 11.1.b) dvije plohe mogu se položiti jedna na drugu sumo onda ako u odgovarajućim 
parametnizacijama imaju iste prve kvadratne forme. Budući da se diferencijalnu jednadžba 
(sustav) geodetskih linija izražava prema $ 10.4.(21) ili (24) pomoću Christoffelovih simbola druge 
vrste, a ovi se mogu izraziti prema 8 10.1.(8) ili (4) : (6a) pomoću koeficijenata prve kvadratne 
forme i njihovih derivacija, to izlazi da se pri polaganju plohe jedne na drugu diferencijalna 
jednadžba geodetskih linija u odgovarajućim parametrizacijama ne mijenja. 


12. 
13. 
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